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A M. DE LAPLACE, 

PAIR DE FRANCE, 

■ 

Membre de f Institut et du Bureau des Longitudes, etc. 



Monsieur le marquis, 



Avant qu'on étabMt au Dépôtde la Guerre, une 
École spéciale de Géodésie et de Topographie, j'a- 
vais pensé qu'un ouvrage où la Science géodésique 
serait mise k l'usage des Ingénieurs-Géographes, 
ne pourrait manquer d'être utile; c'est ce qui 
m'engagea k publier la première édition de ce 
Traité. Depuis, les évènemens ont favorisé les pro 
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grès de cette science, le Gouvernement lui a porté 
on intérêt toujours croissant, les secours qu'elle 
ofifre à la Géographie ont été mieux reconnus; et 
c'est pour profiter de ces avantages , que revenant 
aujourd'hui sur mon premier essai, j'ai cru de- 
voir envisager la Géodésie sous un point de vue 
plus général. 

Mon travail se rattache k ces hautes questions 
relatives k la figure de la Terre, sur lesquelles 
votre génie s'est exercé avec un si étonnant suc- 
cès. Si je n'ai pu entrer dans toutes les considé- 
rations profondes qu'elles me présentaient, j'ai 
tâché du moins d'embrasser tout ce qui a rapport 
aux grandes opérations géodésiques, afin qu'on pût 
en comparer les résultats avec les formules nou- 
velles dont vous venez d'enrichir encore la Science. 

Cet Ouvrage étant destiné k compléter l'instruc- 
tion des Élèves de l'École Polytechnique qui sont 
admis à l'École d'Application des Ingénieurs-Géo- 
graphes, j'ai fait tous mes efforts pour qu'il atteignît 
ce but. J'ai été soutenu constamment par le désir 
et l'espoir d'en rendre l'hommage digne de vous. 



L. PUISSANT. 



AVANT-PROPOS. 



La Topographie d'un grand État ^ fondée sur des procédés 
trigonométriques et astronomiques ^ remonte à l'époque où 
l'illustre Cassini conçut et exécuta le vaste projet d'une Carte 
de la France ; et cette œuvre, qui mérite encore à beaucoup 
de titres, l'estime dont elle jouit généralement, aservipen- 
dant long-tems de modèle aux autres nations. Mais l'opé- 
ration à jamais mémorable , exécutée de nos jours par deux 
de nos Astronomes célèbres, pour la détermination de l'u- 
nité fondamentale de notre système des poids et mesures, a 
donné lieu à de nouvelles méthodes d'observation et de cal- 
cul qui OQt fait changer de face à la science géodésique, et 
influé même sur les progrès de la Topographie. Cette heu- 
reuse révolution, suite naturelle de l'invention du cercle ré- 
pétiteur de Borda et des travaux de M. Delambre , s'est éten- 
due sur toute l'Europe savante, et pénètre déjà dans lei 
autres parties du monde civilisé. 

Quoique dans l'espace de plus de vingt ans , le corps des 
Ingénieurs-Géographes militaires ait recueilli , dans les pajs 
qui se trouvaient sous la domination française, une masse 
considérable d'élémens géodésiques, et formé une des plus in* 
téressan tes collections de Cartes topographiques qui existent, 
cependant le Dépôt de la Guerre, pour accroître ses richesses 
en ce genre , méditait le projet d'une nouvelle description 
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géométrique et topographique du Royaume^ ayant pour 
fondement la méridienne de Dunkerqne. Il avait^ dans ce but, 
signalé plusieurs fois à l'autorité supérieure les imperfections 
de la Carte de Cassini , et fait Gommencer^ sous les auspices 
du Bureau des Longitudes^ quelques opérations prélimi* 
Baires sur la perpebdiculaire de Brest à Strasbourg^ ainsi que 
sur le pariaJlèle qui devait lier le Mont-Blanc à la Méridienne, 
et nous faire connaître la yéritable position géographique 
de cette haute sommité des Alpes. Mais il était résenré à 
M. le Marquis de Laplace de fixer définitirement rattention 
du Gouvernement sur cet objets de donner à la Géodésie 
un degré d'intérêt qu'elle n'avait pas encore reçu. Ainsi ^ 
grâce à l'influence de ce savant illustre^ l'on possédera dans 
peu d'années une nouvelle Carte de la France ^ utile à tous 
les services publics , et dont l'exécution répondra aux pro^ 
grès des lumières du siècle. 

Le désir bien naturel de profiter d'une circonstance aussi 
Ëivorable pour propager les meilleures doctrines géodésiques 
parmi de jeunes officiers appelés à coopérer à la grande tri- 
angulation du royaume^ dont les résultats répandront sans 
doute de nouvelles lumières sur la question délicate de la 
figure de la Terre, m'a fait naître l'idée de refondre en en- 
tier mon Traité de Géodésie, afin d'en mieux coordonner 
toutes les parties, et de le rendre plus méthodique et plus 
complet. 

Mes travaux géodésiques et mes leçons à l'École d'Appli-f 
cation des Ingénieurs-Géographes, m'ont mis à même de 
ikire un grand nombre d'observations utiles , d'approfondir 
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divers points importans de la science, et de remplir avec 
plus de facilité que je n'aurais pu le faire sans celéT, le cadre 
assez étendu que je me suis tracé. Néanmoins Texposition 
du Système du Monde, la Mécanique céleste , les ouvrages 
de M. Delambre, les Mémoires de M. Legendre sur plusieurs 
questions de haute Géodésie , ceux de M. Poisson sur la 
théorie du pendule composé , m'ont procuré les matériaux 
les plus précieux, et m'ont singulièrement aidé à réunir en 
corps de doctrine , et sous un point de vue nouveau , tout 
ce qui constitue la partie essentielle de la science de l'Ingé- 
nieur-Géographe, ou doit faire la base d'un Cadastre général. 

L'analyse étant généralement cultivée , je n'ai pas hésité 
à en faire exclusivement usage dans ce Traité ; mais j'ai tou- 
jours tâché de L'appliquer avec simplicité et élégance , et de 
lui éviter le reproche qu'elle s'attire quelquefois de prendre 
les chosea de trop haut. Enfin pour guider le calculateur qui 
pourrait n'être pas familiarbé avec l'emploi des logarithmes 
et l'application des formules algébriques , ou qui aurait perdu 
de vue la théorie, je me suis principalement attaché à présenter 
avec clarté les types de toutes les opérations les plus im- 
portantes et les plus usuelles , et d'abréger les calculs à l'aide 
d'un grand nombre de Tables. 

Cet Ouvrage est divisé en six livres. Le premier, qui ren- 
ferme des notions de la sphère et du mouvement des corps 
célestes , sert d'introduction aux livres suivans. 

Le second livre rappelle les principes généraux de la ré- 
solutioo des triangles rectilignes et sphériques , et fait con-^ 

b 
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naître les tnoyen^ ée substituer , dans quelques cas particu*^ 
liers , aux formules rigoureuses^ des séries à l^aide desquelles 
cm parvient aisément à rendre les résultats numériques plus 
exacts et plus indép^idans de l'erreur des tabies de loga* 
jrithmes. 

Le troisième livre concerne les opérations et les calculs 
géodésiques ^ c'est-à-dire la mesure des angles et des bases ^ 
les calculs des distances , des latitudes , longitudes et azimuts 
des points fondamentaux d'une Carte ^ des différences de 
niveau, des surfaces. 

Le quatrième et le cinquième livre sont consacrés à l'expo- 
sition des méthodes et des calculs astronomiques en usage 
en Géodésie. Cette partie de mon travail comprend la dé- 
termination des longitudes terrestres. Ty démontre d'une 
manière nouvelle, les formules que Lagrange a données 

pour calculer les éclipses de Soleil et les occultations des 
étoiles par la Lune ; et après leur avoir fait subir des trans- 
formations qui les rendent beaucoup plus propres au calcul 
numérique , je passe aux exemples. 

Enfin , le sixième livre a rapport aux questions les plus 
importantes sur la figure de la Terre , et à la déterminations 
des hauteurs par les mesures barométriques. 

Tels sont les principaux objets qui entrent dans cet Ou- 
vrage. Quant à la théorie des projections des Cartes, j'ai cru 
devoir l'insérer dans le Traité de Topographie dont je pré- 
pare une seconde édition. 
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LIVRE PREMIER. 

NOTIONS DE LA SPHÈRE ET DU MOUVEMENT DES 

CORPS CÉLESTES. 



CHAPITRE PREMIER. 



Du mouvemerU diurne de la Sphère céleste. 

1. L'observateur qui, pendant une belle nuit, contemple le cîel, 
conçoit tous les astres à la sur&ce d'une sphère immense, et à Pex- 
trémité des rayons qui partent de son œil pris pour centre de cette 
sphère. Vu la petitesse du rayon de notre globe à Tégard de celui 
de la sphère céleste , l'observateur se suppose en outre au centre 
même de la Terre, autour duquel tous les astres paraissent tourner; 
enfin, pour mieux connaître leurs positions respectives, il les rap- 
porte à difTérens cercles qu'il imagine dans le ciel : voici ceux qu'il 
importe d'abord de connaître. 

Vhorizon sensible ou apparent est le plan tangent à la surface 
de la Terre supposée 8|^érique, et le point de contact est le lieu 
même de l'observateur. 

1. 1 
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Vhorizon rationnel ou mathématique est le plan qui, passant par 
le centre de la Terre , est parallèle à l'horizon sensible. La ligne joi- 
gnant le lieu de l'observateur et le centre de la Terre, et prolongée de 
part et d'autre dans le ciel, est la verticale de ce lieu; enfin le point 
de cette ligne qui répond au-dessus de l'observateur, est le zénit, 
et le point opposé est le nadir. 

Les astres 8â lèvent lorsqu'ils commencent à paraître à l'horizon ^ 
€t ils se couchent lorsqu'ils passent au-dessous du plan de ce cercle. 

Pour expliquer le mouvement commun et diurne des astres, il 
suffit d'attribuer à 4a sphère céleste un mouvement de rotation 
d'orient en occident autour d'une ligne, dont les extrémités sont les 
pôles du monde : cette ligne qui passe par le centre de la Terre ou 
de la sphère céleste, se nomme Vaxe du monde. 

Le pôle élevé sur notre horizon est lepôle boréal on septentrional, 
<)u simplement nord; et le pôle opposé, qu'on imagine au-dessous 
de ce même horizon, est le pôle austral ou méridional, ou simple- 
ment sud. 

Le grand cercle passant par le zénit et par les pôles, se nomme 
méridien. 

a. Les étoiles qui paraissent conserver entre elles la même situa- 
tion, se nonmient^ix^^. Les astres, au contraire, qui changent de 
position les uns à l'égard des autres s'appellent planètes ou étoiles 
errantes. Depuis un tems immémorial, on en connaît sept, savoir : 
le Soleil, la Lune, Mercure, f^énus. Mars, Jupiter et Saturne, 
parce qu'on les aperçoit à la vue simple ; mais vers la fin du siècle 
dernier et au commencement de celui-ci, les astronome?, aidés de 
télescopes , en ont découvert cinq autres , qui sont Uranus, Cérès, 
Folios, Junon et Vesta. 

On remarque parfois aussi une troisième espèce d'astres : ce sont 
les comètes ou astres chevelus , qui ne se montrent que pendant 
un certain tems, et qui changent visiblement de place à l'égard 
des fixes. 

Lorsque les astronomes eurent acquis une connaissance exacte 
desmouvemens des corps célestes, ils appelèrent simplement/^/tméte^ 
les astres qui fi)nt leur révolution autour du Soleil, et désignèrent 
par le nom de satellites ceux qui accompd|pient les planètes dans 
kur course, en tournant autour d'ellw. La I^ine, par exemple, est 
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le satellite de la Terre qui^ en tournant sur elle-même, ait sa ré^ 
Tolution autour du Soleil. Nous expliquerons plus loin le système 
.planétaire. 

Quant aux étoiles fixes, dont le nombre est immense, on en a 
formé difierens groupes , afin de les mieux reconnaître. Chaque 
groupe se nomme constellation. 

3. Les étoiles dispersées dans l'espace, et supposées toutes aux 
confins de la sphère céleste, décrivent donc chaque jour dés cercles 
d'autant plus petits qu'elles sont plus près <ks pôles du monde. Le 
plus grand de ces cercles est évidemment celui dont tous les points 
sont également distans des deux pôles : on le nomme équateur.Qixaut 
aux cercles parallèles à celui-ci , on les désigne simplement sous le 
nom de parallèles. Les pôles du monde sont les pôles mêmes de 
réquateur et de tous les parallèles. 

Ûéquateur partage la sur&ce de la sphère en deux parties égales ; 
l'une forme Fhémisphère septentrional , l'autre l'hémisphère mé- 
ridional. 

Des deux points où Téquateur coupe l'horizon, l'un se nomme 
orient, c'est celui où se lève une étoile qui décrit le premier cercle ; 
l'autre se nonune occident, c'est le point où la même étoile se couche. 

Le méridien du lieu de l'observateur coupe aussi l'horizon en deux 
points; l'un s'ap|>elle sud, parce qu'il est du côté où se trouve la 
Soleil à midi par rapport à nous ; l'autre , qui lui est opposé, se nomme 
nord : ces quatre points se désirent sous le nom commun de points 
cardinaux. Lorsqu'un astre est dans le méridien de l'observateur^ 
il est à son point culminant, ou à sa plus grande hauteur au-dessus 
de l'horizon : ce point se nomme aussi médiation. 

4. A l'aide d'un quart de cercle à lunette, placé exactement dons 
le méridien, et d'une excellente horloge ou pendule, on s'assure de 
l'existence des étoiles réellement fixes, et de l'uniformité du mouve- 
ment périodique du ciel. En eflèt, si chaque fois qif une étoile passe 
à la même partie du méridien, l'on mesure sa hauteur angulaire 
au-dessus de l'horizon , et si cette hauteur est toujours constante, on 
doit en conclure que l'étoUe est fixe. En comptant dans ce cas , 
l'heure, la minute et la seconde marquées par la pendule à l'instant 
de chaque passage au méridien, l'on s'apercevra que l'intervalle 
de tems entre deux passages consécutifs ne varie jamais; et en 
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répétaDt cette observation sur toute autre étoile fixe, on verra que 
le nombre d'heures, de minutes et de secondes écoulées depuis son 
passage au méridien jusqu'à son retour au même point, n'a nullement 
changé. Mais il n'est pas nécessaire que la lunette soit précisément 
dans le plan du méridien ; elle peut être placée dans un plan verti- 
cal quelconque; Tintervalle de tems entre -deux passages au fil 
de la lunette sera toujours le même. Ainsi, il est constant que le 
mouvement de la sphère céleste ou du premier mobile est uni- 
forme, et que les étoiles fixes décrivent journellement des cercles 
de la sphère dont les j^ans sont perpendiculaires à Taxe du monde. 

Tous les astronomes partagent -en a4 heures le tems qui s'écoule 
entre deux passages consécutif d'une étoile à la même partie du 
méridien : cette durée se nomme, pour cette raison, jour sidéral; 
et la a4* partie de ce tems s'appelle heure sidérale.' L'heure se 
divise en 60 minutes, la minute en f)o secondes, et ainsi de suite. 

Il résulte de ce qui vient d'être dit, que tous les jours sidéraux 

. sont égaux , et que pour qu'une pendule soit réglée sur le tems 

sidéral, il faut qu'en lui faisant marquer, par exemple, 0^0' d' à 

l'instant où une étoile passe au méridien, elle indique précisément 

la même heure chaque fois que cette étoile y revient. 

Quelle que soit l'inclinaison de l'axe du monde sur l'horizon , la 
durée de la présence d'une étoile qui décrit l'équateur, est la même 
au-dessus de l'horizon qu'au-dessous ; mais une étoile qui décrit un 
parallèle, est visible, d'autant plus long-tems que ce parallèle est 
plus près du pôle élevé, et que l'angle que l'axe du monde fait avec 
l'horizon difière moins de l'angle droit. Ainsi au pôle élevé, les étoiles 
ne se lèvent ni ne se couchent jamais : c'est ce qui a lieu aussi 
pour celles qui décrivent des parallèles dont le plan n'est point 
coupé par l'horizon; telles sont pour nous les étoiles de la grande 
Ourse, la Polaire , etc. Dans ce cas, l'on voit les étoiles passer deux 
fois au méridien pendant un jour sidéral; par exemple, la première 
fois au méridien supérieur, c'est-à-dire du côté duzénit, et la 
seconde fois, au méridien inférieur, c'est-à-dire entre le pôle et 
l'horizon. Ces étoiles se nomment, pour cette redson ^circompolaires. 

Si on jette un coup-d'œii sur la figure 1 , on reconnaîtra de suite 
la vérité de ce fait. En effet, soient P, P' les pôles du monde, C le 
centre de la Terre, Z le zénit, iVle nadir, OH l'horizon rationnel , 
£Q l'équateur, et ^B^ ^'B^ DF^ ZJ'i^ des cercles qui luisoient pa- 
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ralléles.Il est évident que pour un observateur dont le zénît est en Z, 
et le pôle élevé en P, l'étoile qui- décrit le cercle D'F est toujours 
invisible ; que celle qui décrit le cercle DF^ au contraire , ne se couche 
jamais. Quant à Fétoile qui décrit l'équateur, elle parait la heures 
au-dessus de l'horizon et reste la heures invisible, parce que les 
arcs semUdiume et semi-noctume EMj QM sont égaux. Enfin, des 
deux étoiles qui décrivent l'une le cercle ^By l'autre le cercle -^'5', la 
première reste plus long-tems au-dessus de l'horizon qu'au-dessous, 
et la seconde disparaît pendant plus de is heures; parce que dans 
le premier cas l'arc semi-diurne ^/i>5/i, et que dans le second 
cas rona^V<5V. 



TRAITÉ DE GÉODÉSIE. 



CHAPITRE IL 

Du mouvement prx^re du Soleil, des signes du zodiaque, tf 
de la position des astres par rapport à Véquateur, à Véclip- 
tique et à V horizon. 

5. JLje Soleil , comme toutes les étoiles fixes , semble emporté 
d'orient en occident par le mouvement périodique du del. Cependant 
on s'aperçoit bientôt, en le soumettant à l'épreuve indiquée précé- 
demment, qu'il ne conserve pas la même position par rapport aux 
étoiles, et qu'il paraît doué dfun mouvement propre d'occident en 
orient. En eflet, après une longue suite d'observations exactes de 
sa hauteur méridienne , et de l'intervalle de tems qui s'écoule entre 
son passage et celui des étoiles au méridien, l'on a reconnu qu'il se 
meut dans un orbe plan incliné àl'équateur de aS^'aS' environ, et 
ayant la forme d'une ellipse peu excentrique ou peu allongée , à l'un 
des foyers de laquelle se trouve la Terre. Mais considérons , quant à 
présent, cet orbe, qu'on nonmie écliptique, comme un grand cercle 
de la sphère céleste, et concevons-le divisé en douze parties égales, 
à partir du point où le Soleil se trouve au commencement du prin- 
tems, c'est-à-dire à l'un des points d'intersection de l'écliptique et de 
l'équateur , points qu'on nonune équinoxes. Chacune de ces parties 
comprendra évidemment 5o*, puisque la circonférence entière en 
contient 56o : ce sont ces parties auxquelles on a donné le nom 
de signes. 

6. Toutes les planètes anciennes , excepté le Soleil , s'éloignent 
plus ou moins de l'écliptique, tantôt vers un pôle de ce grand cercle, 
tantôt vers l'autre. Les anciens avaient remarqué que les orbites des 
planètes se trouvent comprises dans une zone de 16 à iH"", partagée 
en deux parties égales par l'écliptique j c'est cette zone qu'ils dési« 
giièrcnt sous le nom de zodiaque. 
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Les douze signes da zodiaque et les caractères qui les distinguent 
sont : 

Sign. Degr. Sign. Degr. 



nr le Bélier o 

1 V le Taureau 3o 

a U les Gémeaux 60 

3 Q rÉcrevûse. ...••• 90 

4 SI le Lion 120 

5 ii£ la Vierge i5o 



6 «rf^ la Balance • 180 

7 ]% le Scorpion aïo 

8 •» le Sagittaire fl4o 

Q % le Capricorne 370 

10 ss; le Verseau 3oo 

n.1 X les Poissons 33o 



Afin d'aider la mémoire à les retenir, on les a exprimés par ces 
deux vers latins : 

Sont Arles, Taurus, Gemini, Cancer ^ Léo, Firgo, 
Libra, Scorpius, Arcitenens, Caper, Amphora, Pisces, 

n y a aussi douze constellations qui portent les mêmes noms , et 
qui forment les constellations zodiacale% 

L'ordre de ces signes a lieu d'occident en orient, qui est le sens 
du mouvement proprcAu Soleil. Lorqu'un astre se meut suivant cet 
ordre, on dit que son mouvement est direct; lorsqu'au contraire il 
parait aller dans une direction opposée, son mouvement est rétro- 
grade; enfin, si pendant un certain tems l'astre semble fixe, on le 
dit stationnaire. Ce dernier phénomène a lieu quand le mouvement, 
de direct qu'il était, devient rétrograde , et réciproquement. Les pla- 
nètes , quoique tournant réellement autour du Soleil d'occident en 
orient, nous présentent ces diverses apparences. 

La droite, qui est la commune section de l'équateur et de Féclip- 
tique, se nomme ligne des équinoxes : elle est ainsi désignée, parce 
que, quand le Soleil se trouv^ l'une de ses extrémités, les jours sont 
égaux aux nuits. 

L'écliptique étant partagée en deux parties égales par l'équateur, 
il s'ensuit que les six premiers signes se trouvent dans l'hémisphère 
boréal, et les six autres dans l'hémisphère austral. Les signes sep- 
tentrionaux sont donc le Bélier, le Taureau, les Gémeaux, le Cancer, 
le Lion, la Vierge; et les signes méridionaux, la Balance, le Scorpion,' 
le Sagittaire, le Capricorne, le Verseau, les Poissons. 

On entend aussi par sijgnes ascendans ceux que le Soleil parcourt 
lorsqu'il s'approche de plus en plus du zénit; et par signes des- 
cendans, ceux par lesquels il passe en s^éloignant sans cesse de ce 
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point : ainsi, le Capricorne , le Verseau , les Poissons, le Bélier, le 
Taureau et les Gémeaux sont les signes ascendans. 

7. Pour fixer la position des astres, on les rapporte àTéquateur 
ou à l'écliptique. Relativement au premier cercle , leur position est 
connue par leur ascension droite et leur déclinaison. 

La déclinaison d^un astre est sa distance à Téquateur, mesurée 
sur un grand cercle qui passe par son centre et par les pôles du 
monde ; ce cercle de déclinaison est donc perpendiculaire à Téqua- 
teur. La déclinaison ne se compte que depuis o"* jusqu'à 90"*; il est 
donc indispensable d'énoncer si elle est boréale ou australe. La 
distance angulaire d'un astre au pôle se nomme distance polaire : 
celle-ci se compte depuis le pôle boréal jusqu'au pôle austral; elle 
est donc toujours comprise entre o* et i8o*. 

V ascension droite est la distance du point équinoxial du printems 
au cercle de déclinaison , comptée sur l'équateur de l'ouest à l'est , 
et depuis o* jusqu'à 36o*. 

On détermine aussi la position d'un astre par rapport à l'écliptique, 
c'est-à-dire au moyen de sa longitude et de sa latitude. Pour cet efiet , 
l'on imagine des grands cercles passant par les pôles de cet orbe 
solaire : c'est sur ces cercles de latitude que se mesure la distance 
des astres à l'écliptique. La latitude est australe ou boréale selon que 
l'astre est entre le pôle austral de l'écliptique et ce cercle, ou entre 
l'écliptique et le pôle boréal, 

La longitude se mesure sur l'écliptique, et se compte à partir du 
point équinoxial du printems, depuis o* jusqu'à 36o*j c'est-à-dire 
comme l^scemsion droite , d'occident en orient. 

8. Il est évident que la distance angulaire du pôle de l'équateur 
à celui de l'écliptique situé dans le même hémisphère , est la même 
que l'inclinaison de l'écliptique sur l'équateur : cette inclinaison se 
nomme Yobliquité de récliptique. 

Les cercles polaires sont des petits cercles de la sphère céleste , 
parallèles à l'équateur, et qui passent par les pôles de l'écliptique : il 
y a par conséquent deux cercles polaires, l'un antarctique ou au 
sud, l'autre arctique ou au nord. 

La hauteur d'un astre est l'arc de grand cercle compris entre 
l'horizon et cet astre , et dont le plan passe par le zénit de l'obser- 
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vateur. L'angle que ce cercle de hauteur ou ce pertical fait avec le 
méridien, est dit V azimut de l'astre. Le grand cercle qui passe par 
le zénit et par le point est ou ouest , se nomme premier vertical; 
celui-ci est donc perpendiculaire au méridien du lieu. 

Uamplitude ortive est l'arc de Thorizon compris entre l'équateur 
et le point où un astre se lève; V amplitude occasale est un arc 
pareil correspondant au coucher de cet astre. 

Ainsi, d'après la figure 1, l'arc Zilf est le premier vertical, etilf/i 
l'amplitude ortive d'un astre qui décrit le parallèle ^nB. 

Les étoiles décrivant chacune perpétuellement le même parallèle , 
il s'ensuit que l'amplitude ortive et l'amplitude occasale restent con- 
stantes. Il n'en est pas de même pour le Soleil, puisque, par l'effet 
de son mouvement propre d'occident en orient, il ne demeure qu'un 
instant dans l'équateur. 

On désigne quelquefois par le nom de colure les cercles de dé-> 
clinaison, notamment ceux qui passent par les points équinoxiaux 
et solsticiaux : nous parierons de ces derniers points dans le chapitre 
suivant 
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CHAPITRE III. 

Suite du mouvement propre du Soleil; de la mesure du tenu 

et de la durée des saisons, etc. 

9. JCjN comparant, comme nous Tarons déjà dit, à Taide d'une bonne 
pendule sidérale, les passages du Soleil au méridien à ceux d'une 
étoile fixe, on reconnaît que le Soleil y repasse la seconde fois 4 minutes 
plus tard environ que l'étoile, et que sa marche d'occident en orient 
^ est plus ou moins rapide. 

Pour avoir une idée plus précise de l'irrégularité du mouvement de 
cet astre, soit^TP^(6g. a) récliptique,^Ple grand axe de cette 
ellipse , C le centre, Tla Terre placée au foyer j et sbpposons que t 
soit le point o du Bélier, ou celui où se trouve le Soleil à l'équinoxe 
de pr intems ; alors ^ sera le point o de la Balance , ou l'équinoxe 
d'automne, et les deux autres points q , x q^ ^^ trouvent sur une 
droite perpendiculaire à la ligne des équinoxes, seront les solstices 
d'été et d'hiver. 

L'extrémité Pdu grand axe de l'ellipse solaire se nomme \e périgée, 
et l'autre extrémité ^ Yapogée; parce que quand le Soleil est en P, il 
est le plus près possible de la Terre; et quand il est en v^, il se trouve 
à sa plus grande distance. L'axe ^P se nomme la hgne des apsides; 
cette ligne partage évidemment l'écliptique en deux parties égales 
et symétriques : aussi le Soleil met-il le même tems pour parcourir 
ces deux parties de sa course annuelle, dans la supposition toutefois 
de l'immobilité de la ligne des apsides ; mais avec cette différence que 
son mouvement se retarde de plus en plus en allant du périgée P au 
. point -^ de l'apogée, et qu'il s'accélère suivant la même loi, en partant 
de ce dernier point pour retourner au périgée. La ligne tirée du centre 
de la Terre à celui du Soleil, ou le rayon vecteur de cet astre, dé- 
crit, parle mouvement dont il s'agit, desaires qui sont constamment 
proporljionnclles au tcms(T'ra/te' de Mécanique de M. Poisson, 
tome I, page 353 ). 

On a déterminé les variations du rayon vecteur en mesurant le 
diamètre apparent du Soleil, à dilFérenles époques de l'année j et pour 
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connaître la position de cet astre sur son orbite, on a observé sa 
longitude. En efiFet, il est évident que nous devons voir le diamètre 
du Soleil sous un angle d'autant plus grand ou plus petit, que cet astre 
est plus prés ou plus éloigné de nous : aussi au solstice d'hiver le 
diamètre paratt-il sous l'angle de 3a' 34'^ et au solstice d'été sous 
l'angle de Si'Sa". C'est par des observations de ce genre qu'on a pu 
re€onnaître la forme elliptique de l'orbe solaire, et la position de la 
ligne des apsides à l'égard de celle des équinoxes. A l'époque actuelle, 
la longitude du périgée, ou l'angle TAP^ est de 9*^9* 46' environ. Or, 
si à la ligne des équinoxes r^, on élève dans le plan de 1 ecliptique, 
et par le centre Tde la Terre, la perpendiculaire g x ; les points s, % 
seront ceux où le Soleil arrivera aux solstices d'été et d'hiver. On 
voit, à l'inspection de la figure, et d'après la connaissance du mou- 
vement elliptique, que les quatre arcs r©, s^, ^>,, >,t> décrits 
successivement parle Soleil, sont inégaux; d'où résulte nécessaire* 
ment une difierence dans la durée des saisons. 
En eiièt, la durée du printems est de . . . .' 93/ ai^ ^ 

celle de l'été, de / 93. i5 ^ 

celle de l'automne, de. ... 89.16 -^ 
celle de l'hiver , de 89. a o. 

10. Les tropiques sont des cercles parallèles à l'équateur, et 
passant par les deux points de l'écliptique les plus éloignés de cet 
équateur; ainsi l'un est le tropique du Cancer, décrit par le Soleil le 
premier jour du solstice d'été ; l'autre , le tropique du Capricorne , 
décrit le premier jour du solstice d'hiver. 

Il est aisé de concevoir que lorsque le Soleil se trouve à l'un des 
tropiques , sa déclinaison est précisément égale à l'obliquité de 
l'écliptique, et la plus grande possible. Si donc, l'on mesure à ces 
deux époques les hauteurs méridiennes du Soleil , leur demi-somme 
sera la hauteur de l'équateur sur l'horizon ; et si de la plus grande 
hauteur solsticiale on retranche cette hauteur de l'équateur, le reste 
sera la déclinaison solsticiale ou l'obliquité de l'écliptique. A l'époque 
où le Soleil est au solstice d'été, sa longitude est évidemment de 
y ou de 90* : elle est au contraire de 9-^ ou de ayo* lorsque le 
Soleil est au solstice d'hiver. 

La hauteur de l'équateur étant connue, son complément à 90* 
est la hauteur du pôle sur l'horizon; car l'axe du monde est perpen- 
diculaire au plsoi de l'équateur. Voyet la figure i. 
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11. Le jour solaire est le tems qui s'écoule entre deux passages 
consécutifs du Soleil au méridien supérieur ou au méridien inférieur. 
Ce jour se divise en 24 heures : on le nomme aussi yottr astrono- 
mique on jour vrai j et on lui donne pour origine l'instant du midi. 
Si au contraire on prend Tinstant du minuit pour origine du tems, 
on le nomme yottr vrai civil. Les astronomes procèdent de Tune 
et de l'autre manière ; mais l'usage commence à s'établir parmi eux 
pour compter de préférence les 24 heures d'un minuit à Tautre.Dans 
la vie civile, le jour se divise en deux fois douze heures; ainsi, 
par exemple , le 6 janvier à 9 heures du matin, tems civil, répond 
au 5 janvier à 21 heures, tem^ astronomique. 

Les astronomes ont jugé convenable aussi de choisir, pour origine 
du jour sidéral, Tinslant où le point équinoxial du printems passe 
à leur méridien supérieur : ainsi la pendule sidérale doit toujours 
marquer o* o'o" ou 1 2 heures, lorsqu'une étoile qui a zéro d'ascension 
droite se trouve dans le méridien. En général elle doit marquer 
l'ascension droite d'une étoile quelconque, convertie en tems, à 
raison de iS"" pour une heure, au moment où l'étoile traverse le 
méridien supérieur. 

Les jours astronomiques ne sont pas tous égaux entre eux comme 
les jours sidéraux; ils sont plus longs que ceux-ci de plusieurs mi- 
nutes , comme nous l'avons déjà fait observer ; car lorsqu'une étoile 
•et le Soleil se trouvent en même tems au méridien un certain 
jour, le lendemain le Soleil, en vertu de son mouvement propre 
d'occident en orient, passe au méridien plus tard que l'étoile , et 
après avoir décrit environ 59'8",35 de degré de son orbite. Par 
conséquent, dans l'espace d'une année, le Soleil traverse le méridien 
une fois de moins que l'étoile. 

Nous venons de dire que les jours astronomiques ne sont pas 
égaux; leurs différences résultent à la fois de l'obliquité del'écliptique, 
et de ce que le mouvement propre ou apparent du Soleil n'est pas 
uniforme ; car d'une part il est visible que si , par plusieurs points 
équidistans de l'écliptique, on Êiit passer des cercles de déclinaison, 
les arcs de Féquateur compris entre ces cercles , ou les différences 
d'ascension droite seront en général inégales entre elles. Ainsi l'iné- 
galité des jours solaires aurait lieu , quand même le Soleil décrirait 
uniformément l'écliptique : mais d^autre part cet astre a un mou- 
vement irrégulier dans son orbite; .donc les jours vrais aslropo*. 
miqucs ne peuvent être égaux. 
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Concluons de là que les oscillations du pendule ou balancier 
d'une bonne horloge étant isochrones ou d'égale durée, peuvent 
bien être réglées sur le mouvement diurne dw étoiles, mais non 
pas sur la marche réelle du Soleil. Cependant en faisant abstraction 
des inégalités de cette marche , on peut mieux dire , en supposant 
qu'un autre Soleil décrive uniformément l'équateur en vertu d'un 
moyen mouvement propre d'occident en orient, l'intervalle de temd 
entre deux retours consécutif au méridien formera un Jour moyen 
astronomique entre tous les jours vrais ou apparens, et l'horloge 
qui suivra exactement le mouvement uniforme de ce Soleil fictif 
sera réglée sur le teins moyen. 

Le jour moyen se divise en 34 heures : tous les jours moyens 
sont donc égaux. 

13. Pour parvenir au but que l'on vient d'indiquer, les astronomes 
ont d'abord imaginé qu'un second Soleil décrivait uniformément 
une écliptique circulaire circonscrite à la véritable orbite, et cela 
dans le même tems que le vrai Soleil décrivait cette orbite. Us* 
ont en outre supposé que ces deux Soleils partaient ensemble du 
périgée. Enfin ils ont imaginé qu'un troisième Soleil partait d'un des 
points équinoxiaux, à l'instant même où le second Soleil y arrivait^ 
et qu'il décrivait uniformément l'équateur d'occident en orient dans 
le même tems que le second Soleil parcourait son cercle. On con- 
çoit, d'après cette hypothèse, que l'ascension droite du troisième 
Soleil, qu'on nomme ascension droite moyenne, est toujours égale 
à la longitude du second Soleil ou à la longitude moyenne, et que 
l'un est sans déclinaison comme l'autre est sans latitude. La longitude 
moyenne croît donc proportionnellement au tems. C'est d'après ce 
principe que les tables du Soleil donnent les longitudes moyennes 
pour tous les jours de l'année. 

La distance angulaire du périgée au vrai Soleil se nomme ano^ 
malie vraie; elle est mesurée par l'angle que le rayon vecteur so- 
laire fait avec la ligne des apsides. La distance angulaire du périgée 
au second Soleil s'appelle anomalie moyenne, et enfin la différence 
^e ces deux anomalies est V équation du centre. La longitude vraie 
du Soleil est donc égale à la longitude du périgée augmentée de 
l'anomalie vraie , et la longitude moyenne est égale à la longitude 
du périgée plus l'anomalie moyenne. On voit en outre que la loar 
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gitade vrin> da Soleil est égale à la longitude moyenne plus on 

moins l'équation du centre ou de Forbite. 

m 

i3. Nous avons dit précédemment que le nombre des retours au 
méridien, du Soleil fictif situé sur Téquateur, mesure le tem». 
moyen , et que le nombre pareil des retours du vrai Soleil mesure 
le tems. vrai. L'arc de i'équateur compris entre deux méridiens 
menés par les centres de ces deux Soleils, est ce qu'on nomme 
Véquation du tems. Cette équation est toujours évaluée en firactioa 
de jour moyeQj elle est nulle quatre fois dans Tannée, et se trouve 
toute calculée pour cbaque jour dans les éphémérides : par exemple, 
on la trouve pour tous les jours du mois, et sous le titre de tems 
moyen au midi vrai, dans la Connaissance des Tems que le 
Bureau des Longitudes publie cbaque année : elle sert à faire con- 
naître si une pendule à secondes est bien réglée sur le tems moyen, 
annme on le verra par la suite. 

Le ctecond Soleil dont nous venons de parler, détermine , par 
ses retours à I'équateur et aux tropiques, les équinoxes et les' 
solstices moyens. La durée de ses retours au même équinoxe ou 
au même sc^stice finme Vannée tropique, laquelle, selon les cal- 
ouïs les plus exacts, est de 565^,a4aâ64o =a 365^ 5^ 48^ 5 1 '',6 tems 
moyen {u^stronoînie de M. Delambre, tome II, page a46). 

i4. L'observation a fait connaître que la ligne des équinoxes n'est 
pas fixe dans le ciel à l'égard des étoiles; on lui a reconnu un mou- 
vement angulaire rétrograde ou contraire au mouvement propre 
du Soleil) qu'on a évalué de nos jours à environ 6o'^,i par an, mais 
qui n'est pas exactement le même dans tous les siècles; c'est ce qui 
fidt que les années tropiques sont un peu inégales. Ainsi le Soleil , 
pour revenir aux étoiles d'où il était parti, met un peu plus de tems 
que pour revenir à l'équinoxe. Vannée sidérale étant l'inter- 
valle compris entre deux retours consécutifs aux mêmes étoiles, 
il s'ensuit qu'elle est plus longue que l'année tropique de so' so^'; sa 
valeur est de 365^,a56384. Enfin on a remarqué que le point du 
périgée a \m mouvement direct de 12'' par an dans le plan de l'orbe 
solaire; et la théorie de l'attraction universelle a appris que l'excen- 
tricité de cet orbe diminue peu à peu. Vannée anomalistique étant 
l'intervalle comprisi entre deux ^passages consécutifs au périgée, est 
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donc elle-même un peu plus longue que Tannée sidérale. Sa valeur 
• est de 566^,259709 = 365> 6* i5' 58",8. 

On doit conclure de là que la ligne des apsides coïncidera un jour 
ayec celle des équinoxes, ou lui sera perpendiculaire; puisque le 
périgée a, par rapport au point o il Arles, un mouvement relatif 
et annuel de 6â''. Ainsi les durées des saisons, telles qu'elles sont 
données à l'art. 9, éprouveront à la longue des changemens sensibles. 

C'est encore l'observation qui a constaté un fait remarquable , 
savoir, que l'orbe solaire se rapproche peu à peu de l'équateur, 
ou, ce qui est de même, que l'obliquité de l'écliptique diminue 
insensiblement. Cette diminution séculaire est à très peu près de 
5o"; mais la théorie montre que l'écliptique et l'équateur ne se con- 
fondront jamais. Indépendamment de ces variations fort lentes , il 
en est d'autres qui ont une période beaucoup plus courte , et dont 
nous parlerons par la suite. Toutes ces variations ou inégalités qui 
troublent le mouvement elliptique du Soleil, sont connues en Astro- 
nomie sous le nom de perturbations planétaires; parce qu'elles 
résultent de l'action que les planètes exercent sur le Soleil en vertu 
de la gravitation universelle. Il &ut nécessairement y avoir égard 
pour déterminer le lieu vrai de cet astre avec toute la précision 
possible; or elles s'évaluent aisément à l'aide des nouvelles tables 
solaires dont nous ferons connaître l'usage plus tard* 

Remontant aux valeurs ci- dessus de l'année moyenne et de 
l'année sidérale, on trouve, en prenant pour unité de tems le 
jour moyen astronomique y que la durée du jour sidéral est de 
0^,997269673= q3* 56^ 4^,09070; d'où il suit que l'accélération diuhie 
des étoiles est de V 55'',9og3 par rapport au moyen mouvement du 
Soleil. ♦ 

En prenant au contraire le jour sidéral pour unité, le jour muoyea 
solaire est exprimé par 1^,003737909722=24* 5' 56",5554; ainsi lors- 
qu'on aura des heures moyennes solaires à convenir en heures 
sidérales, ce qui 4e pratique très souvent en Astronomie, il faudrA 
augmenter les premières de 9'',8568, ou simplement de xd'y si l'on 
juge cette exactitude suffisante. Réciproquement pour convertîi^ 
des heures sidérales en heures moyennes , on retranchera ^'fi^y^ 
de chacune des premières. 

11 résulte de la que le Soleil moyen achève sa ré intière^ 

ou parcourt 36o* eu 34* 3' 56^,5554 de tems sid^ ànm 
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le même tems le mouyement de la sphère ëtoilée est de Sfo"" 5q^ S^'^SS : 
ainsi les jours moyens sont aux jours sidéraux dans le rapport de 

■ g^ — • — . Dans une heure solaire moyenne, une étoile fixe décrit 

par conséquent un arc de iS'*^' fàj^S^'j ; ainsi dans une seconde de 
tems moyen elle parcourt i5'',o4xo7 de degré. 

11 s'ensuit en outre que, dans un jour moyen, le mouyement propre 
du soleil moyen est de 5g'8'',35, et que ce Soleil ne parcourt que 
359* 59' 9^9 dans une année tropique, puisque la rétrogradation de» 
points équinoxiaux est de So'^,!» 

De r Année civile et du Calendrier grégorien. 

16. C'est sur Tannée tropique que se règle l'année ciyile r celle-ci 
est tantôt de 565 jours, tantôt de 366, et conunence au minuit qui 
sert d'origine au premier janyier; quoiqu'il eût été à désirer que 
les peuples de notre hémisphère eussent pris pour époque, soit l'équî- 
Tioxe du printems, soit le solstice d'hiyer. Pour conceyoir pourquoi 
la durée de l'année ciyile est yariable, il suffit de remarquer que si 
elle était constamment de 365 jours , son commencement deyancerait 
«ans cesse celui de la yéritable année tropique , et parcourrait par 
conséquent les difierentes saisons en rétrogradant. Cet inconyénient, 
qui ferait éyidenmient perdre au calendrier un de ses principaux 
ayantages, celui de fixer les mois et les fêtes aux mêmes saisons, 
et d'en faire de cette manière des époques remarquables pour l'agri- 
culture, s'élude à l'aide de l'intercallation suiyante, adoptée dans le 
calendrier grégorien , qui est celui dont la plupart des peuples de 
TEurdpe font usage. 

Au tems de Jules -César les années étaient bissextiles tous les 
quatre ans, c'est-à-dire de 366 jours; et l'année tropique, supposée 
de 365 jours un quart seulement, fut nommée Vannée jiUienne. 
Le tems qui s'écoule pendant cent années juliennes forme la durée 
d'un siècle, la plus longue des périodes usitées dans la Chronologie. 
Mais cette intercallation d'un jour tous les quatre ans , pour com- 
penser l'erreur résultant de la suppression d'un quart de jour dans 
les années communes ou de 365 jours, ne pouyait remédier à l'iq- 
conyénient qu'on youkit éyiter, lorsque l'on sut que l'année tro- 
pique était plus exactement de 36&,243264 ou à fort peu près ; il 
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fallut donc 9 pour empêcher le déplacement de l'origine de l'année 
Civile, tenir compte de 0^,007736 dont Tannée tropique était aug- 
mentée par ce mode régulier d'întercallation. Or, en 1682, sous le 
pontificat de Grégoire XIII , Ton y parvint en convenant de sup- 
primer la bissextile à la fin de chaque siècle , pour la rétablir à la fin 
du quatrième; et, dans ces derniers tems, M. Delambre a proposé 
de la supprimer tous les quatre mille ans. De là ces deux règles pour 
savoir si une année grégorienne est bissextile ou non. i"*. Si le 
nombre qui exprime l'année est divisible exactement par 4, cette 
année est bissextile; mais si la division ne se fait pas sans reste, 
l'année est commune : ainsi l'année 181 3 a été conmiune, et l'an- 
née 1816 bissextile, â"". Quant aux années séculaires, supprimez les 
deux zéros du nombre qui les exprime, et si ce nombre ainsi ré- 
duit est exactement divisible par 4, ces années ont été ou seront 
bissextiles. Par exemple , les années séculaires 1 700 et 1 800 ont 
été communes, il en sera de même de l'année igoo; mais l'année aooo 
sera bissextile : toutefois l'année 4ooo sera commune par la raison 
donnée ci-dessus. {Voyez, pour de plus amples explications , le 
Traité de la Sphère et du Calendrier, par Rivard, 7* édition. ) 

Les Russes s'en tiennent topjours à la réforme julienne ou au 
vieux style; aussi comptent-ils maintenant 12 jours de moins que 
nous. Quant aux Turcs, ilç règlent l'année sur le mouvement de la 
Lune. 



1. 
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CHAPITRE IV. 

De la rondeur de la Terre, de son atmosphère^ et de la 

réfraction astronomique. 

î6. JLes premiers voyageurs durent s'apercevoir bientôt que la 
surface de la Terre n'est pas ce qu'elle seipble d'abord , un plan 
sur lequel le ciel s'appuie sous la forme d'une voûte surbaissée ; 
qu'elle est au contraire, comme nous l'avons supposé, un ccnrps à 
très peu près sphérique que le ciel enveloppe de toutes parts. En 
effet, à mesure que l'on s'avance vers le midi ou vers le nord, des 
étoiles qui demeuraient ccmstamment sous l'horizon se lèvent et se 
couchent alternativement, tandis qdte d'autres qui étaient visibles 
disparaissent pour toujours. Il est vraisemblable en outre que les 
dimensions de la Terre ont été connues dès la plus haute antiquité, 
sinon très exactement, du moins à fort peu de chose près; car il 
.existe entre plusieurs mesures de ces tems reculés et la longueur 
de la circonférence terrestre, des rapports qui donnent lieu de 
penser ainsi. Cette circonférence est de quarante millions de mètres. 

17. Un fluide élastique, rare et transparent , qu'on nomme Vair, 
entoure le globe terrestre de tous côtés, et s'élève à une grande 
hauteur. Son poids fait équilibre à celui du mercure dans le baro- 
mètre. Tout ce fluide , éminemment nécessaire à notre existence , 
forme l'atmosphère : il a la propriété de se condenser par le froid 
et de se dilater par la chaleur. A mesure que l'on se transporte dans 
les régions élevées de l'atmosphère, l'air devient plus rare; et à cause 
de sa compressibilité , ses couches inférieures sont plus denses que 
ses couches supérieures dont elles supportent le poids. A une tem- 
pérature constante sa densité est proportionnelle au poids qui le 
.comprime, et par conséquent à la hauteur du baromètre. De cette 
propriété résulte la possibilité de mesurer les hauteurs par les obser- 
vations barométriques. 

Nous ne voyons donc les astres qu'à travers un fluide. Souvent 
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même nous les voyons ailleurs que là où ils sont réellement, par 
suite de la déviation qu'éprouvent leurs rayons lumineux en tra* 
versant l'atmosphère; car il est de fait que la lumière, en passant 
obliquement d'un milieu dans un autre dont la densité est dififêrente, 
change de direction, en s'approchant de la perpendiculaire à leur 
surface commune ^ au point où elle entre dans le milieu le plus dense. 
C'est cet effet qu'on nomme réfraction. Le rayon direct et le rayon 
réfracté forment, avec cette perpendiculaire, deux angles, dont l'un 
est l'angle d'incidence et l'autre l'angle de réfraction : or, les sinus 
de ces deux angles sont toujours dans un rapport constant. L'expé- 
rience prouve aussi que la réfraction des rayons sur une même 
surface croît avec leur obliquité, et que la force réfreingente de Tair 
est proprotionnelle à sa densité, ou bien à la pression qu'il éprouve. 

La densité des couches d'air augmentant progressivement depuis 
les limites de l'atmosphère jusqu'à la surface de la Terre, il s'ensuit 
qu'un rayon lumineux qui traverse obliquement toutes ces couches 
supposées sphériques, concentriques, en équilibre et d'une épaisseur 
infiniment petite, arrive à nous en suivant une courbe concave 
vers la surface terrestre; mais comme nous supposons toujours 
les objets sur la direction même des rayons que nous en recevons , 
nous rapportons les astres au point du ciel qui se trouve sur la. 
tangente à la courbe ou trajectoire décrite par le rayon lumineux , 
au point où nous sommes. La réfraction est donc l'angle que cette 
tangente fait avec la droite menée de notre œil au lieu réel de 
l'astre. 

1 8. On conçoit, par l'explication succincte de ce phénomène , lequel 
parait être dû à l'action que les corps exercent sur la lumière, que la 
réfraction astronomique ou plutôt atmosphérique est la plus grande 
possible, lorsque les astres sont à l'horizon; qu'elle diminue à mesure 
qu'ils s'élèvent au-dessus de ce plan, et qu'elle est nulle lorsque les 
astres passent au zénit. 

L'eflèt de la réfraction est donc de &ire paraître les astres plus 
élevés qu'ils ne le sont effectivement , et n'a lieu que dans le sens 
vertical. Ainsi, la hauteur angulaire d'un astre observé de la surface 
de la Terre, est une hauteur apparente; il £iut la' diminuer de la 
réfraction pour avoir la hauteur vraie. 

U résulte de là que la valeur de la réfraction dépend delahauter 
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apparente d'un astre , ou , comme Ton dit , a pour argument cette 
hauteur apparente. 

La réfraction au-dessus de dix degrés de hauteur , toutes choses 
d'ailleurs égales , ne dépend sensiblement que de l'état du baromètre 
et du thermomètre dans le lieu de l'observation. Les géomètres, 
M. Laplace particulièrement, en ont assigné les lois ; mais à ime 
hauteur plus petite, et à l'horizon sur-tout, elle éprouve des varia- 
tions très irrégulières et tout-à-foit inexplicables. Nous reviendrons 
ailleurs sur ce sujet, 
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CHAPITRE V. 

Du mouvement de la lierre autour du Soleil; des longitudes 
et latitudes géographUiues , et des différentes paralUixes 
des astres. 

ig. Uans tout ce qui précède sur le système du monde, le Soleil 
est suppose en mouvement autour de la Terre ; mais il est très pro- 
bable que ce mouvement n'est qu'apparent y et n'est du qu'à une 
illusion optique semblable à celle qu'éprouve un voyageur, lorsque , 
entraîné par le courant d'un fleuve , il fixe les rivages, et leur attribue 
un mouvement contraire à celui par lequel il est emporté réellement. 
En effet l'hypothèse la plus simple , est d'admettre que la Terre 
tourne sur elle-même d'occident en orient en a4 heures sidérales ^ 
et autour du Soleil dans l'espace d'un an, en décrivant un orbe dont 
le centre du Soleil occupe un des foyers ; mais , dans l'une comme 
dans l'autre supposition, les apparences des mouvemens célestes 
sont les mêmes. 

La Terre décrit donc l'écliptique dans le sens même du mouve- 
ment apparent du Soleil, c'est-à-dire d'occident en orient. Ainsi, 
quand le Soleil nous parait, par exemple, au point équinoxial du 
]printems, la Terre est réellement au jpoint opposé, ou à celui d'au- 
tomne. Cela posé, si, par le centre «9 du Soleil (fig. 5), on conçoit à 
la ligne des équinoxes TT une parallèle St'j le point T' sera celui 
d'où l'on comptera* la longitude t'T de la Terre. Mais comme un 
observateur en r, rapporte le Soleil S en un point S^ de l'orbite ter- 
restre, il s'ensuit que la longitude géocentrique du Soleil, ou vue de 
la Terre, est de i8o* plus grande que la longitude héliocentrique T'T 
de la Terre, ou vue du Soleil; ce qui s'exprime ainsi : 

long. O =long. $ + i8o% 

c'est-à-dire longitude Soleil = longitude de la Terre + i8o*. 
On entend par périhélie le point où la Terre est le plus près du- 
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Soleil, et par aphélie celui où elle en est le plus éloignée. Ces deux 
points, qoi forment les extrémités da grand axe de l'orbite terrestre, 
6ont respectivement P, A. Si donc «zr et n sont l'un la longitude du 
périhélie, l'autre celle du périgée, l'on aura 

n=#»'+i8o*. 

520. En considérant toujours la Terre comme une sphère, tous les 
points de sa surface , dans leur mouvement diurne autour de l'axe 
du monde , décrivent des cercles parallèles entre eux , lesquels ^ 
comme dans la sphère céleste, sont nommés parallèles, lorsqu'ils 
sont inégalement éloignés des pôles. L'équateur terrestre est donc 
le cercle dont le plan coïncide avec celui de l'équateur céleste et 
partage la sur&ce du globe en deux hémisphères, qui ont pour centre 
l'un le pôle boréal , l'autre le pôle austral. Ces deux pôles sont nécessai- 
rement situés sur l'axe du monde, et correspondent par conséquent 
à ceux de la sphère céleste. 

Le méridien d'un lieu est de même le cercle qui passe par ce lieu 
et par les pôles de la Terre. Le premier méridien est celui auquel on 
est convenu de rapporter tous les autres. Anciennement, et depuis 
Ptolémée, les géographes prenaient pour premier méridi^i celui qui 
passe par Itle de Fer , l'une des plus occidentales des îles Canaries. 
Cet usage s'introduisit en France sous le règne de Louis XIII; mais 
plus tard les géographes français se décidèrent, a l'instar de l'Aca- 
démie des Sciences de Paris y à compter les longitudes du mé« 
ridien de l'Observatoire royal. 

L'angle que form^eux méridiens est mesuré par l'arc de l'équateur 
qu'ils interceptent. Cet arc se nonune longitude terrestre ou diffé- 
rence des méridiens, en tant que l'un des méridiens est ou n'est pas 
considéré comme le premier. La longitude se ooi&pte sur l'équateur, 
de part et d'autre du méridien, et peut conséquemment être orien- 
tale ou occidentale ; elle se compte aussi dans le sens du mouvement 
de rotation de la Terre, c'est-à-dire d'oceident en orient, et depuis o* 
jusqu'à SGo"*; cela est indifierent pourvu qu'on en avertisse. 

Il suit de là , et de ce qui a été dit (art. xi ), que lorsqu'il est midi 
vrai au méridien de Paris , par exemple , il n*est que ii*, tems vrai, 
au méridien d'un autre lieu dont la longitude occidentale , par rapport 
à cette ville, est de i5*. Au contraire, il est ime heure après midi 
dans un lieu situé à l'orient de Paris ; et dont la longitude orientale 
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egt de même de 1 6*. Ce que nous disons du tesis vrai doit s'entendre 
aussi du tems moyen et du tems sidéral. 

21 . Sur la Terre sphérique , la plus courte distance de deux points 
est déterminée parFarc de grand cercle qui passe par ces deux points, 
et la distance d'un lieu à Téquateur est l'arc du méridien de ce lieu , 
compris entre son parallèle et la ligne équinoxiale ou Téquateur 
terrestre; c'est cette dernière distance que l'on nomme latitude 
géographique^ ou simplement latitude : il est nécessaire d'indiquer 
si elle est australe ou boréale. 

La latitude d'un lieu est égale à la hauteur du pôle sur l'horizon 
du même lieu; car la latitude et la hauteur du pôle ont l'un etTautre 
pour complément au quart du méridien, la distance de ce lieu au 
pôle élevé. 

Quelle que soit la figure de la Terre , la latitude géographique d'un 
lieu, ou la hauteur apparente du pôle, est l'angle que la normale 
à la sur&ce terrestre en ce lieu £dt avec le plan de l'équateur. La 
sur&ce de la Terre diffère peu de celle d'un ellipsoïde de révolution, 
dont l'axe de rotation représente celui des pôles , comme on le verra 
par la suite. Ainsi, la latitude géographique du point ^(fig* 4), situé 
entre le pôle Pet le point £ de l'équateur, a pour mesure l'angle AIjE 
que la normale^/iVà l'ellipse génératriceP^£, ou au méridien de ^ , 
fait avec le rayon CE de l'équateur. Cette normale, prolongée dans le 
ciel, détermine le zénit Z apparent , tandis que le rayon terrestre C^ 
prolongé ég^ement, détermine le zénit vrai Z\ ou le zénit géocen- 
trique. Dans la nature, l'angle de la verticale ou normale ^JV, avec le 
rayon uiCy est toujours très petit; néanmoins, il est deâ cas où il 
faut en tenir compte. Cet angle est évidemment la difierence entre 
la latitude apparente ^LE, et la latitude géocentrique JCE ; puis- 
que, par la propriété de l'angle extérieur au triangle CJLt4y Ton a 
angle JLE = angle ^CE + angle C^L. 

De même qu'un point est donné sur un plan par ses distances 
à deux droites fixes , de même aussi la position d'un lieu sur la 
terre est déterminéipar sa longitude et sa latitude. La Géographie 
mathématique est toute fondée sur la détermination de ces deux 
coordonnées. 

22. Les plans des cercles polaires de la sphère céleste déterminent; 
par leurs intersections avec la suriace do la Terre, deux cercles 
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correspondans de même déDomination ; il en est ainsi des tro- 
piques. La zone comprise sur la Terre entre les deux tropiques ^ 
forme la zâne torride, parce que les peuples qui l'habitent, ayant 
pendant deux fois Pan le Soleil d'aplomb sur leurs têtes , éprouvent 
une chaleur excessive. Les deux zones comprises entre les tropiques 
et les cercles polaires, forment les zones tempérées ou plus douces; 
et enfin les deux parties restantes de la sur&ce terrestre composent 
les zones glaciales. 

Les peuples situés sur l'équateur ont la sphère droite^ parce que 
l'axe du monde étant alors dans le plan de leur horizon , toutes les 
étoiles décrivent des cercles perpeiadiculaires à ce plan; mais entre 
l'équateur et le pôle élevé , ils ont la sphère oblique : c'est le cas de 
la figure i. Ceux qui seraient aux pôles mêmes auraient la sphère 
/7ara//^/^^ parce que i'équateurseraitparallèle à l'horizon des pôles: 
dans ce cas, les étoiles ne se lèvent ni ne se couchent jamais, puis- 
qu'elles décrivent toutes des cercles parallèles à cet horizon. En 
général, ces derniers cercles se nomment des almicantarats. 

U est bien aisé de se rendre compte des différentes longueurs des 
jours et des nuits à diverses époques de l'année, eu égard à ces trois 
positions de la spi^ère. 

a5. La distance qui nous sépare des étoiles est si grande, que 
les droites menées de l'une d'elles aux centres de la Terre et du 
Soleil, ne feraient aucun angle sensible; c'est cet angle que les astro- 
nomes désignent sous le nom de parallaxe annuelle ou du grand 
orbe : les étoiles, même les plus brillantes, n'ont pas de parallaxe. II 
n'en est pas ainsi des planètes, et l'on s'est même assuré que l'angle 
sous lequel on verrait de leur centre le demi-diamètre .terrestre, 
est de plusieurs secondes. 

Supposons, par exemple, un observateur en^, ( fig. 5) sur la sur- 
face de la Terre sphérique, et considérons le Soleil S à l'horizon sen- 
sible AS : la parallaxe horizontale de cet astre sera ASC\ mais si le 
Soleil est élevé sur l'horizon, comme en y, l'angle -^d^^J'C sera la parais 
laxe de hauteur, laquelle est évidemment plus petite que la première, 
en supposant que «SS^ fasse partie de l'arc diurne, ou de celui que le 
Soleil décrit pendant sa présence sur l'horizon. Ainsi, la parallaxe de 
hauteur décroît prc^ressivement depuis l'horizon .où elle est à son 
maximum, jusqu'au zénit où elle est nulle. Son efiet est tout entier 
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dans un plan vertical, et contraire à celui de la réfraction (art. 18), 
puisque nous voyons un astre moins élevé que si nous étions au 
centre de la Terre, et cela d'une quantité égale à la parallaxe. 

La Terre s'éloignant ou se rapprochant continuellement du^leil, 
il est évident que la parallaxe horizontale solaire n'a pas une valeur 
constante; sa valeur moyenne est de 8'', 5. La parallaxe de la Luné 
est bien plus grande, puisqu'elle est quelquefois de plus d'un degré. 

24. Dans le cas de la Terre elliptique, il ne &ut pas toujours con- 
fondre la parallaxe horizontale avec la plus grande parallaxe de 
hauteur, comme cela était permis dans l'hjrpothèse précédente. En 
effet, pour un observateur en^(fig 6) sur le méridien elliptique PA^ 
la parallaxe horizontale de l'astre «9 est l'angle cf du triangle obliquan- 
gle ASC formé par l'horizontale ou tangente ^*S, le rayon CA de la 
Terre au point A et la distance CS. Or, en supposant Fastre en S au- 
dessous de l'horizon, et à l'extrémité de la droite^y perpendiculaire 
au rayon AC^ l'angle S^ sera la plus grande parallaxe de hauteur, 
relativement à une sphère du rayon dont il s'agit : Fangle S est dono 
en général plus petit que S. Cependant il est des astronomes qui, en 
parlant dans leurs écrits de la parallaxe horizontale , veulent désigner 
l'angle 5'. Lorsque le lieu A de l'observateur est sur l'équateur même, 
la parallaxe horizontale, qui est aussi la plus grande parallaxe de 
hauteur, se nomme parallaxe équatoriale. 

95. Indépendamment des parallaxes dont nous venons de parler, 
il en est d'autres qu'il est utile de connaître ; ce sont les parallaxes 
d'ascension droite et de déclinaison, celles de longitude et de latitude: 
celles-ci n'existeraient pas , si la plus grande parallaxe de hauteur 
était nulle. Toutes résultent de ce que le rayon terrestre est compa- 
rable à la distance de la Terre à l'astre, ou, ce qui revient au même, 
de ce que deux observateurs, l'un placé au centre Cde notre globe, 
(fig. 7) l'autre à la sur&ce A^ ne rapporteraient pas un astre, la Lune 
Lpar exemple, au même point dp ciel. Le lieu U' d'un astre L vu du 
centre C de la Terre s'appelle le lieu vrai, et le Ueu V vu de la 
surface terrestre, se nomme le lieu apparent 

Il résulte de là que ces deux lieux étant distincts sur la sphÇre 
céleste, l'ascension droite et la déclinaison vraies, ou la longitude 
et la latitude vraies différent en général de l'ascension droite et de la 
déclinaison apparentes, 

1, 4 
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La parallaxe de déclinaison est la difierence entre la déclinaison 
Traie et la déclinaison apparente; il en est de même de la parallaxe 
d'ascension droite ou Sangle horaire y et des autres parallaxes. Ea 
effet,, soit t le point équinoxial du Bélier, y m Féquateur et jp le 
pôle. Si, par le lieu vrai L" et le lieu apparent U de Tastre i, on 
conçoit deux cercles de déclinaison PLl't\ PUT y Farc T/" de Féqua- 
teur sera l'ascension vraie , et Tare Tf Tascensiôn droite apparente; 
etd'après la définition ci-dessus, /T, mesure de l'angle spfaérique VPty 
sera la parallaxe d'ascension droite ou d'angle horaire. De même 
l'arc rV^ représentant la déclinaison vraie, tandis que/"/»' représente 
la déclinaison apparente , il suit de là que la différence de ces deux 
arcs sera la parallaxe de déclinaison. Enfin , Z étant le zénit du lieu ^, 
et l'arc ZU[L' le vertical de l'astre Z», l'angle LLU' sera la parallaxe 
de haitteur, et l'angle PZU' l'azimut de l'astre dont il s'agit, puis- 
que ZP est le méridien du lieu A. 

26. Maintenant , si i'on considère Parc céleste tIT comme 
l'écliptique, et P comme le pôle de ce cercle, la plupart des dénomi- 
nations précédentes changeront nécessairement; car on voit bien 
que les ascensions droites seront des longitudes , et les déclinaisons 
des latitudes : ainsi la parallaxe d'ascension droite prendra le nom de 
parallaxe de longitude, et la parallaxe de déclinaison, le nom de pa- 
rallaxe de latitude. Les étoiles sont dépourvues de toutes ces espèces 
de parallaxes. 

27. A la rigueur, le rayon terrestre C^ prolongé dans le ciel, ne 
se confondant pas toujours avec la verticale du point ^, il existe 
aussi par cette raison deux sortes d'azimut : l'un est l'azimut vrai , 
qui est relatif au zénit géocentrique indiqué par le rayon de la Terre; 
l'autre, l'azimut apparent qui se rapporte au zénit de même déno- 
mination, et qui est le seul qu'on observe; mais nous n'aurons par 
la suite aucune occasion d'avoir égard à la parallaxe d'azimut. 
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CHAPITRE VI. 

Du rnouçement et des phases de la Lune ^ et de ses prin- 
cipales inégalités. 

a8. JLiA Terre, en décrivant son orbe autour du Soleil, est accompa- 
gnée de son satellite, c'est-à-dire de la Lune , qui , par son mouvement 
propre d'occident en orient, décrit elle-même une élUpse dont le 
centre de la Terre occope un des foyers. L'orbe lunaire est incliné 
sur l'écliptique de 5* environ, et rencontre cette courbe en deux 
points opposés qu'on appelle nœuds de la Lune^ ainsi la ligne de^ 
noeuds est la droite qui joint ces deux points. On entend par noeud 
ascendant Q cekii que traverse la Lune pour entrer dans Thé- 
mîspbère boréal ou supérieur ^ l'autre est le noeud descendant t3 . 

La Lune n^est point lumineuse par elle-même ; elle n'est visible 
que parce que sa sur&ce a la propriété de réfléchir la lumière qu'elle 
reçoit directement du Soleil, {Muisqu'cUe s'éclipse quand la Terre est 
interposée entre elle et cet astre. L'observation répétée des taches 
fixes et nombreuses qui sont répandues sur son disque, a fait con- 
naître qu'elle nous présente à peu prés le même hémisphère; mais les 
taches qui en avoîsinent le bord , tantôt s'en approchent, tantôt s'en 
éloignent. Ce balancement, qui n'est qu'apparent, se désigne sous \% 
nom très expressif de libration : il résulte de ce que la Lune , en 
•parcourant son orbite dans l'espace de 2f ^, ne tourne pas sur elle- 
même exactement dans le même tems. Ce mouvement de rota* 
tion a lieu , comme celui de la Terre , d'occident en orient. 

Les astronomes ont reconnu en outre que la Lune n'a pas d'at- 
mosphère sensible ; ainsi elle ne peut être habitée par des êtres de 
notre nature. 

529. Les phases de la Lune sont les dîfférens aspects sous les- 
quels elle se présente à nous. Par exemple , elle est pleine quand 
son disque est totalement éclairé j nouvelle quand son disque est 
privé de lumière, et dans ses quartiers lorsqu'elle paraît en demi- 
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cercle. L'explication de ces diverses apparences, ne présente 
aucune difficulté, si l'on fait attention que la révolution de la Lune^ 
qui a lieu d'occident en orient, s'effectue en beaucoup moins de 
tems que celle du Soleil dans le même sens ; car, en supposant 
la Terre immobile, le Soleil décrit son orbe en 365^^ environ, et 
la Lune au contraire décrit le sien en 37^ ~. Il suit de là que si un 
certain jour la Lune est entre la Terre et le Soleil, c'est-à-dire en 
conjonction, elle paraîtra bientôt après à Twient , par rapporta cet 
astre. Dans sa position primitive, elle répond au même point du ciel 
que le Soleil , et sa partie éclairée est invisible pour nous ; alors elle 
est nouvelle. Un Jour ou deux après la conjonction cr", la Lune pa- 
raît en forme de croissant dont les pointes ou cornes sont tournées 
vers l'orient. Peu à peu ce croissant s'élargit, parce que la distance 
angulaire de la Lune au Soleil , ou son élongation^ augmente de plus 
en plus. Lorsque cette distance est de 90*, la Lune est dans son pre- 
mier quartier; et lorsque la Lune se trouve en opposition <p avec le 
Soleil, ou éloignée de lifi de 180'', elle est pleine. Ensuite les mêmes 
phases reparaissent , mais dans un ordre inverse j c'est-à-dire que 
^uand la Lune est, par exemple, éloignée de 1270'' du Soleil, elle 
est dans son dernier quartier, et pour lors la partie éclairée de son 
disque est à l'orient. Ces quatre principales phases se succèdent tous 
les sept à huit jours, et prouvent que la Lune est un corps sensible- 
ment sphérique. 

Observons que les points de conjonction et d'opposition se 
nomment les syzygies, et que les autres points par lesquels passe 
la Lune, et qui sont à égale distance des syzygies se nomment 
les quadratures d- Quant aux points qui sont à égale distance des 
syzygies et des quadratures , on les appelle les octans. 

La partie de cet astre qui est privée de la lumière directe du Soleil, 
n'est pas cependant tout-à-fait invisible, parce qu'elle est un peu 
éclairée par les rayons solaires , que la Terre réfléchit : c'est cette 
lueur qu'on nomme lumière cendrée. 

Il ne faut pas croire pourtant, d'après ce qui précède, qu'il y ait 
éclipse de Soleil à chaque conjonction , et éclipse de Lune à chaque 
opposition ; car le premier phénomène ne peut arriver que quand la 
Lune se trouve précisément entre la Terre et le Soleil, et le second 
phénomène, que quand la Terre est précisément entre le Soleil et 
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la Iiune> auquel cas celle-ci est plongée en tout ou en partie dans 
Fombre de la Terre. 

3o. Nous avons dit ci-dessus que la Lune, après 27 jours j environ, 
revenait au même cercle de latitude où elle se trouvait à son dé- 
part; mais pour qu'elle rejoigne le Soleil il lui&ut au moins deux 
jours de plus. Ainsi il s'écoule 29 jours ^ d'une conjonction à l'autre; 
c'est là ce qui constitue le mois synodique ou une lunaison. Plus 
exactement ce mois, qui est l'intervalle moyen entre deux nouvelles 
ou deux pleines Lunes, = ag' 12* 44' 3''. Le tems que la Lune em- 
ploie pour Élire sa révolution sidérale d'occident en orient est de 
37^ 7*43' 12*; c'est ce qu'on nomme aussi le mois périodique. Dans 
l'usage civil on compte les mois sjnodiques alternativement de 29 
et de 3o jours; or, une année lunaire étant composée de 12 lunai- 
sons, se trouve être de 11 jours plus courte qu'une année solaire 
commune. 

3i. La Lune a un mouvement très irrégulier dans son orbite; 
cela tient à ce que son mouvement elliptique est sans cesse troublé 
par l'action du Soleil et des planètes environnantes. Les géomètres 
et les astronomes, malgré leurs eflbrts, n'ont pu en donner une théorie 
complette ; mais il est des phénomènes qui n'ont point échappé aux 
observations; par exemple, on a remarqué que les nœuds de l'or- 
bite lunaire ont un mouvement rétrograde irrégulier et très rapide , 
puisqu'ils parcourent l'écliptique en 18 ans ^ environ. 

32. On conçoit bien que pour connaître exactement le lieu de 
la Lune 9 c'est-à-dire sa véritable position dans sou orbite, il faut 
d'abord, comme pour le Soleil, considérer son mouvement pure- 
ment elliptique , et ensuite avoir égard à toutes les inégalités sécu- 
laires et périodiques qui affectent ce mouvement. La plus considé- 
rable des inégalités périodiques estVépection, qui diminue l'équation 
du centre dans les syzygies et l'augmente dans les quadratures ; elle 
est proportionnelle au sinus du double de la distance angulaire de 
la Lune au Soleil, moins l'anomalie moyenne de la Lune; et la pé- 
riode est environ de 3i^ -^. Une autre inégalité assez grande se ma- 
nifeste dans les syzygies et les quadratures, et est proportionnelle 
au sinus du double del'élongation; elle se nomme variation : sa 
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durée est d'une demè-rérolutton sjroodiqae. Enfin le mouvement 
angulaire de la Lune s'accélère ou se rallentit anmeUement^ <p]aDd 
le Soleil s'éloigne ou se rapproche de la Terre j ce qui forme une 
jLroisicme inégalité désignée sous te nom d'équation annuelle^ la- 
quelle a pour argument Fanomalie moyenne du Soleil : sa période 
est d'une année solaire anomalistique (art. i4). 

A ces trois inégalités très sensibles se joignent beaucoup d^autres, 
mais très petites, que les tables lunaires donnent le moyen d'appré- 
cier j alors en les réunissant toutes à la longitude moyenne on obtient 
la longitude vraie. En Astronomie, les petites quantités qu'on ajoute 
aux valeurs moyennes, pour avoir les valeurs vraies, se nomment 
équations. 

Pour plus de clarté, soit TJV^récliptique (fig. 8), P le pôle boréal 
de ce cercle, T le point équinoxial du printems, NL Torbite de la 
Lune, Ij son lieu vrai, et T la Terre. On aura par les tables, la 
longitude y^N du nœud Çl , la distance de ce nœud au périgée p , 
l'anomalie vraie pZy^l'inclinaison/^iVX*' de l'orbite, et par suite la lon- 
gitude TL', la latitude UJ et le rayon vecteur TL. 

33. Nous ne pouvons citer toutes les inégalités qui affectent les 
élémens de Torbe lunaire , parce qu'il n'entre pas dans no*re plan 
de traiter cette matière avec tous les détails dont elle est suscep- 
tible : nous ferons cependant remarquer encore, à cet égard, que te 
périgée de la Lune a un mouvement direct et irrégulier, et qu'il fait 
le tour du ciel en 9 ans^; que le mouvement des nœuds, dont nous 
avons déjà parlé, est assujéti à une inégalité semblable à celle qui 
affecte le périgée ; enfin que le mouvement du périgée et le mouve- 
ment des nœuds de l'orbite lunaire se rallentissent tandis que celui 
de la Lxme s'accélère. 

L'analyse seule a pu faire découvrir les lois de ces inégalités et 
de celles qui affectent la distance de la Lune à la Terre, sa lati- 
tude, rcxcentricite et l'inclinaison de l'orbite lunaire. {Ployez ^ pour 
de plus amples éelaircissemens, le Traité d* Astronomie physique 
par M, Biot, a* édition. 
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CHAPITRE VIL 
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Delà précession des équinoxes^ de la nutatk>n, de V aberration 

et du déplacement de Vécliptique. 

34. Suivant ce qiie nous avons déjà dît (art. i4) , lespoînts equi- 
noxiaux se déplacent dans le ciel, et leur mouvement a lieu contre 
l'ordre des signes. Il résulte de là que les longitudes des étoiles aug- 
mentent progressivement de la même quantité dans le même inter- 
valle de tems, par exemple, de 56",i par an environ, tandis que leurs 
latitudes restent constantes; il s'ensuit en outre que le Soleil arrive 
un peu plutôt aux équinoxes que si ces points étaient fixes. Or, les 
douze signes du zodiaque, qu'il ne faut pas confondre avec ses douze 
constellations, et qui ne sont, à proprement parler, que des points 
équidistans de récliptique, participent nécessairement du mouve- 
ment de points équinoxiaux , et s'avancent comme eux d'orient en 
occident d'une quantité angulaire de 5o'',i par an. C'est ce mouvement 
qu'on nomme précession des équinoxes. A l'époque inconnue de 
rinvention du zodiaque , l'équinoxe du printems se trouvait dans la 
constellation de Bélier, et celui d'automne dans la constellation de 
la Balance; mais maintenant, par l'effet du mouvement rétrograde 
de ces points , le Soleil se trouve au commencement du printems 
dans la constellation des Poissons. Selon les calculs les plus exacts 
des astronomes, les signes coïncidaient avec les constellations zodia^ 
cales en l'an 417 avant l'ère chrétienne. 

En considérant l'obliquité de l'écliptique comme invariable et 
l'équateur céleste comme un plan mobile , la ligne des équinoxes 
Élit évidemment décrire à celle des pôles de l'équateur la sur&ce 
courbe d'un cône droit, puisque ces deux ligne» doivent toujours 
être perpendiculaires entre elles. Les pôles dont il s'agit décrivent 
donc chacun en 25868 ans environ, des cercles parallèles à l'éclip- 
tique ; c'est la période de la précession. 

Dans l'hypothèse infiniment peu probable de l'inunobilité absolue 
des points équinoxiaux ^ il faudrait admettre que toutes les étoiles 
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ont un mouvement commun et direct de 5o'',i par an, puisque telle 
est la quantité moyenne dont s'accroissent annuellement leurs lon- 
gitudes. La précession des équinoxes n'afiecte pas la latitude, comme 
nous venons de le dire; mais son eflet se porte sur Tascension droite 
et sur la déclinaison , ainsi qu'il est aisé de le voir. Nous aurons, par 
la suite , à évaluer les variations qu'éprouvent ces deux dernières 
coordonnées en vertu d'un changement survenu dans la longitude 
pendant un intervalle de tems donné : c'est en cela que consiste le 
calcul des positions moyennes des étoiles. 

35. Nous venons de considérer Pécliptique comnie fixe dans le 
ciel; mais dans la réalité elle se déplace peu à peu, et la diminution 
séculaire de l'obliquité de l'écliptique, constatée par l'observation et 
la théorie de l'attraction universelle, est d'environ 5o''. De là la né- 
cessité de rapporter l'écliptique apparente ou mobile à un plan fixe , 
pour connaître dans tous les tems sa position dans l'espace. Ainsi 
prenant, par exemple, l'écliptique y^]^ de 1760 (figg) pour ce plan 
fixe , et 'V^Q pour l'équateur ; au bout d'un certain laps de tems l'éclip- 
tique aura pris la position NE'y et l'équateur celle T'Q', en sorte 
que l'intersection de ces deux grands cercles sera y". Alors l'obli- 
quité primitive o), c'est-à-dire celle qui avait lieu à l'époque de 1760, 
ne sera plus que û> — (fa>, en désignant par dcê la diminution de cet 
angle, pour l'intervalle de tems compris entre 1760 et l'époque 
choisie; mais l'angle E^'Q' sera, à la seconde époque, «+rf»'. Dans 
le même intervalle l'arc 'v^T' mesurera la précession qu'on nonmie 
luni-solaire , parce qu'elle est produite par l'action combinée de la 
Lune et du Soleil sur le sphéroïde terrestre; sa valeur annuelle 
est, suivant M, Laplace, de 5o",285 à fort peu prés. Mais l'éclip- 
tique, par suite des perturbations des autres planètes, ayant pris la 
position iVE', la précession que les astronomes observent réellement 
est mesurée par Tare t,t'', le point T, étant celui où se trouvait 
Péquinoxe T en 1760. Cette seconde précession, qui est annuelle- 
ment de 5o'',i valeur moyenne, forme ce qu'on nomme lapréces- 
sion générale ou totale. Il résulte de là que le mouvement annuel et 
direct du point équinoxial en longitude est de 5o",285 — 5o'',i=o",i85, 
tandis que le mouvement direct du même point en ascension droite 
estdeo",aoi68. Nous donnerons, par la suite, des valeurs numé** 
ri(}ue$ encore plu3 exactes de ces différentes quantités. 
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56. La procession des équinoxes et Tobliquité de Técliptique sont 
en outre sujettes à varier périodiquement : cette variation ou iné- 
galité se désigne sous le nom de nutation, parce que l'on a remarqué 
que l'axe de la Terre ou du monde est doué d'une espèce de mouve- 
ment oscillatoire qui augmente et diminue alternativement de 9'',6 , 
et dans l'espace de 18 ans environ, V obliquité moyenne de Téclip- 
tique. On entend par obliquité moyenne celle qui aurait lieu sans 
ce phénomène , et qui ne serait alors affectée que de la diminution 
séculaire de 5o^ Il faut donc distinguer cette obliquité de l'obliquité 
apparente, comme il faut établir une différence entre la précession 
moyenne et la précession vraie qui se compose de la première 
corrigée de la nutation. 

Cette nutation résulte de l'influence que la Lune exerce sur le 
sphéroïde terrestre ; et comme^lle déplace l'équateur , il s'ensuit 
qu'en général les ascensions droites e( les déclinaisons moyennes 
des astres éprouvent de petites variations périodiques j il est donc 
nécessaire de les évaluer pour connaître les ascensions droites et 
déclinaisons vraies. 

La période de la nutation étant précisément celle du mouvement 
des nœuds de la Lune (art. 5i ), il était naturel de penser, avant 
d'approfondir la théorie de ces deux phénomènes , qu'ils sont néces- 
sairement liés l'un à l'autre. 

37. On peut, par une construction géométrique, représenter le 
double effet de la précession et de la nutation lunaire sur la position 
des astres rapportée à l'équateur. Soit, par exemple, (fig. 10) TjB 
récliptique, P' son pôle nord, Cson centre,/? le pôle moyenà^ l'équa- 
teur TQ; alors l'angle /?CP' sera égal à l'obliquité moyenne co. Soit 
en outre pR le cercle que le pôle moyen p décrit en vertu de la 
précession, et uttItt' une petite ellipse tangente à la sphère céleste, 
dont le grand axe ab soutendant un arc de i9',2 soit dans le plan du 
cercle de latitude P'E, dont le centre soit en /?, et dont le petit 

axe9rV=i9",2"^^^, ainsi qu'il résulte de la théorie. Cela posé, 

tandis que le pôle moyen/? décrit en 26868 ans le cercle de pré- 
cession pR^ le pôle vrai tt de l'équateur, ou son correspondant, 
celui de la Terre, parcourt, contre l'ordre des signes ef conformé- 
ment à la loi que l'observation indique, l'ellipse de nutation Tnr'b. 
1. 5 
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L'obliqtdté yraîc on apparente de Técliptique, qui sera à toat mo^ 
ment représentée par Tangle ^tcCF^ variera par conséquent depui» 
1^ ^ g'',6 jusqu'à é» — 9'',6. Ainsi quand le péie vrai occupera l'uno 
des extrémités du petit axe ttV, l'obliquité sera seulement a» , et la 
nutation en déclinaison sera nulte : au contraire, quand le pôle yraî 
arrivera à Tune des extréoiités ab du grand axe, la nutation en dé- 
clinaison sera, abstraction &ite du signe, de ^"fii tandis que la nu- 
tation en ascension droite sera nulle. Il résulte de la que l'équinoxc 
moyen est l'intersection de l'équateur moyen TQ^et de l'éclip- 
tique TJ5^; et que l'équinoxe vrai est l'intersection de cette éclip- 
tique et de l'équateur dont tf est le pôle. 

Le Soleil produit lui-même un phénomène tout semblable, mai» 
dont les efifets sont beaucoup plus Ëdbles ; cependant pour avoir le 
lieu vrai d'un astre avec toute lattjrécision possible, il est indispen* 
sable d'avoir égard à cette nutatidç solaire. 

58. Un autre phénomène non moins remarquable est celui de 
V aberration; il est tel, que toutes les étoiles paraissent décrire an- 
nuellement de petites ellipses plus ou moins excentriques , et ne 
pas conserver exactement leurs positions respectives. 

On l'explique aisément , en l'attribuant à la sensation que la 
mouvement de la Terre autour du Soleil et celui, de la lumière des 
astres produisent en même tems sur l'organe de la vue; car la 
transmission de ce fluide n'est point instantanée conune on l'a cru 
pendant long-tcms. En effet, l'on a reconnu, par une longue suite 
d'observations des éclipses des satellites de Jupiter, que la lumière 
met 8'i3",a à parcourir le demi-grand axe de l'orbe terrestre. 

Pour concevoir là raison de ce Êiit, soit S le Soleil (fig. ii), TV 
1 orbite de la Terre, JX celle de Jupiter. Quand Ja Terre est en Tet 
Jupiferen/, cette planète est en opposition et plus prèsde la Terre que 
si elle était en conjonction, c'est-à-dire que si se trouvant toujours 
en /, la Terre était en T. Dans cet état de choses, lorsqu'un satellite 
L sort du cône d'onibre que Jupiter projette derrière lui par rapport 
au Soleil, la lumière qu'il réfléchit alors et qui arrive jusqu'à nous, a 
parcouru , à l'époque de la conjonction , tout le diamètre de l'orbe 
terrestre de plus qu'à l'époque de l'opposition. Or, d'après la con- 
naissance exacte que l'on a des mouvcmens célestes, on peut pré- 
dire l'instant physique du commencement ou de la fin d'une éclipse^ 
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àt cette espèce^Mais ce phénomène parait toujours arriver x6'ii6'',4 
plus tard lors de la conjonction que vers Fopposition. La vitesse de 
Ja lumière est donc alors appréciable à nos sens; et puisqu'il est na- 
turel de la supposer uniforme , il s'ensuit que la lumière parcourt 
réellement le demi-grand axe de l'orbe terrestre en 493'',3 de tems. 

CSela posé, si la Terre et un astre lumineux étaient en repos dans 
îespace , il est évident que nous verrions cet astre dans la direction 
même du rayon qui nous en apporte l'image; mais si au contraire 
la Terre parcourt l'éciiptique dans une année sidérale, et par con- 
séquent un arc moyen de ao'',25 dans 495'',2 de tems, sa vitesse 
sera comparable à celle de la lumière : alors en même tems qu'une 
molécule lumineuse lancée d'un astre supposé immobile, d'une étoile 
par exemple , frappera la rétine , elle sera repoussée dans le sens du 
mouvement de la Terre, c'est-à-dire suivant la tangente à son orbite; 
et Fceil éprouvera une sensation composée qui sera représentée par 
la résultante des deux vitesses dont il s'agit, et qui fera paraître 
l'astre dans la direction même de cette résultante. H suit de là que 
nous ne voyons pas les astres dans le lien qu'ils occupent rédle- 
ment. L^angle que la résultante de la vitesse de la Terre et de la 
vitesse de la lumière fait avec celle-ci, mesure l'effet total de l'aber- 
ration. Le plan de cet angle décrit donc anmieHement une circonfé- 
rence entière autour de la droite qui joint la T^rre et l'astre; c'est 
là le phénomène observé. Dans le cas actuel, la position apparente 
d'un astre n'est autre que sa position vraie affectée de Taberration , 
comme la position vraie n'est autre que la positiop moyenne corrigée 
de la nutation. Toutefois il ne faut pas confondre la position appa- 
rente produite par la parallaxe (art. a3) avec la position apparente 
résultant de l'aberration, ni avec celle à laquelle la réfractioii 
donne lieu. 

39. Indépendamment de ces mouvemens généraux, l'on a reconnu 
dans quelques-unes des étoiles les plus brillantes des mouvemens 
particuliers très lents, mais que la suite des tems et de 'bonnes 
observations rendront plus sensibles. On est porté à croire, par 
analogie , que toutes les étoiles ont des mouvemens semblables qui 
se dévoileront dans les siècles futurs. Pour se rendre raison de la 
manière dont les astronomes s'assurent de l'existence de ces mou- 
vemens propres, il suffit de savoir qu'après avoir observe la position 
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apparente d^ane étoile^ par exemple son ascension drcHte et sa 
déclinaison apparentes, ils dépouillent cette position de l'aberration 
et de la nutation dont elle se trouve affectée , afin de connaître Tas- 
cension droite et la déclinaison moyennes de cette étoile pour la 
même époque. Or, une observation et une réduction semblables 
étant &ites pour une autre époque éloignée de la première , de 5o ans 
par exemple, ils connaissent de même pour cette seconde époque 
^ascension droite moyenne et la déclinaison moyenne de l'étoile. 
Alors si en déduisant une position moyenne de l'autre, à l'aide de 
la précession moyenne bien connue, les deux résultats ne sont pas 
identiques, leur dififêrence, en la supposant assez sensible pour ne 
pas être uniquement attribuée aux erreurs d'observation, est le 
mouvement propre de l'étoile. Ce mouvement, tant en ascension 
. droite qu'en déclipaison, et dont la loi est absolument incpnnue, étant 
divisé pan 5o , exprime par approximation le mouvement propre 
annuel. Ordinairement on le confond avec celui qui est du à la 
précession; ainsi dans les catalogues d'étoiles, comme dans ce- 
lui que renferme la Connaissance des Tems, le mouvement 
.annuel, soit en ascension droite, soit en déclinaison, se compose 
de la précession et du mouvement propre s'il y a lieu. On juge par 
là comment, en Astronomie, l'on rend les observations comparables 
entre elles, lorsqu'elles sont relatives à des époques différentes^ c'est 
ce que l'on verra par la suite. 



.-*■ 



UYRE PREMIER. Sf 



CHAPITRE Vin. 

Exposition abrégée du système planétaire. 

4o. A mesure que les découvertes se multiplièrent en Astronomie, 
Oti sentit davantage la nécessité de renoncer à Phypothèse de Tim- 
tnobilité de la Terre, pour expliquer les diverses apparences des 
inouvemens des astres; aussi le système de Copernic a-t-il fini par 
triompher de toutes les futiles objections des partisans de cette 
immobilité. Ce système est appuyé sur un des faits le^^plus remar- 
quables du mécanisme de la nature, savoir : que la Terr^ accom- 
pagnée de la Lune, ainsi que toutes les autres planètes, tournent 
d'occident en orient autour du Soleil, dans des orbes à peu près 
circulaires. Or, il est prouvé en Mécanique qu'un corps , en vertu da^ 
8on inertie, ne peut se donner du mouvement, ni se priver de celui 
qu'il a reçu : il faut donc qu'une impulsion primitive ait lancé les 
]^lanètes dans l'espace, et que de plus il existe une force qui agisse 
sur elles, pour les ramener sans cesse vers le centre du Soleil; sans 
quoi leur mouvement serait perpétuellement rectiligne.Mais l'impul- 
sion donnée, quelle qu'ait pu en être la cause, n'ayant pas sans 
doute été dirigée par le centre de gravité de ces corps, il ont du 
prendre en. outre un mouvement de rotation, comme il arrive à un 
balon lancé dans l'air. En efiet, l'on est parvenu à constater l'existence 
de ce dernier mouvement dans plusieurs des planètes et dans le 
Soleil même , par l'observation des taches adhérentes à leur surface. 

L'astronome Kepler, cherchant à connaître les lois des mouvement 
planétaires, trouva qu'il en existe trois : ces lois, plutôt vérifiées que 
démontrées d'abord, sont essentiellement liées à un principe général 
de la nature, dont l'importante découverte est due à Newton, savoir : 
que tous tes corps se comportent entre eux comme s^ils s^ attiraient 
mutuellement en raison directe de leurs masses, et réciproque- 
ment aux quarrés de leurs distances respectives : tel est le fonde* 
ment de toutes les théories astronomiques. 

Quoique les lois de Kepler se trouvent énoncées dans la plupart 
1. * 
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des élémens de Mécanique, cependant nous les rappellerons ici en 
&yeur de quelques lecteurs* 

1*. Le mouvement de la Terre j et celui de toutes les autres 
planètes, s^exécute dans des ellipses ayant un foyer commun 
occupé par le centre du Soleil. 

a*. Les aires décrites autour du Soleil par le rayon vecteur des 
planètes, sont proportionnelles aux tems employés à les décrire. 

3*. Les quarrés des tems des révolutions des planètes autour 
du Soleil j sont entre eux comme les cubes de leurs moyennes 
distances à cet astre. 

La situation d'une planète, ou son lieu dans Tespace pour un ins- 
tant quelconque, dépend de sept quantités qu'on nomme élémens 
du mouvement elliptique. Deux de ces élémens déterminent la 
position de l'orbite de la planète; c'est d'une part la longitude des 
Ttoeuds de cette orbite , ou de ses points d'intersection avec Téclip- 
tique, et de l'autre V inclinaison de Forhite sur ce plaur Les cincf 
autres élémens se rapportent au mouvement de la planète, et sont, 
3L^ la durée de la révolution sidérale; a*, te demi-grand axe de 
Y orbite, ou la moyenne distance de la planète au Soleil; 3^ Vexcen-^ 
tricité de Vorbite; 4"*. la longitude du périhélie à une époque 
donnée; 5^ la longitude héliocentrique de la planète^ ou son tieu^ 
dans l'orbite à la même époque. 

4i. Si les planètes étaient assez éloignées les unes des autres, oif 
que leurs masses fussent assez petites pour que leur attraction réci- 
proque fdt nulle , leur mouvement elliptique autour du Soleil serait 
parfaitement d'accord avec les lois énoncées précédemment; mais 
l'écart entre l'observation et la théorie , que l'on remarque à Tégard 
de certaines planètes, prouve que l'action des astres qui les aroisinent 
trouble un peu leur mouvement. L'eflèt de cette action, que l'Astro- 
nomie moderne sait mesurer, se désigne sous le nom de perturba^ 
tions du mouvement elliptique, comme nous l'avons déjà dit. Les 
périodes de ces perturbations sont plus ou moins longues. 

C'est aussi par suite de la gravitation universelle que les orbes pla- 
nétaires éprouvent divers changemens dévoilés par des observations 
suivies et faites avec le plus grand soin; tels sont ceux qui se mani- 
festent dans leurs excentricités, leurs inclinaisons sur l'écliptique , 
ain6ique dans la position de leurs nœuds et de leurs pérûiéUes, 
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fettre grands axes seuls exceptés. Ces variations se nomment inégali- 
tés séculaires j parce qu'elles ne deviennent bien sensibles qu'après 
un laps de tems assez considérable. 

4a. Les planètes connues de tous tems, parce qu'on les aperçoit à 
la vue simple, sont : Mercure 5> f^énus ?, Mars cf, Jupiter %^ 
Saturne t>; mais l'on doit au télescope la découverte récente d^Ura- 
nus -^y Cérès ç , P allas % , Junon ç , Kesta g. C'est aussi à l'aide 
de ce précieux instrument qu'on a observé les satellites de quelques* 
unes de ces planètes. Jupiter en a quatre, Saturne sept, et de plus 
cette planète est entourée d'un anneau mince et presque plat, qui 
n'est lui-même visible que parce qu'il réfléchit \sx lumière du Soleil ; 
c'est ce que prouve en effet l'ombre de cet anneau sur le disque de 
la planète, et celle de la planète sur la partie postérieure de l'anneau 
relativement au Soleil. Enfin Uranus possède six satellites. Tous 
les satellites tournent d'occident en orient autour de leurs planètes 
respectives. 

Les lois de Kepler, auxquelles est soumis le mouvement des pla-- 
nètes autour du Soleil, se manifestent dans chaque s^'&tème de 
satellites ; cependant elles sont loin , pour la Lune , de représenter les 
observations, parce que ce satellite éprouve des perturbations de la 
part du Soleil, ainsi que le démontre la théorie de l'attraction. Il est 
aussi des faits qui ne peuvent être constatés ou découverts que par 
l'analyse la plus savante. Par exemple, l'illustre auteur de la Mécanique 
céleste a démontré que le moyen mouvement angulaire du premier 
satellite de Jupiter y plus deux fois celui du troisième, est et sera 
toujours égala trois fois celui du second. 

C'est encore M. Laplace qui est parvenu à cet autre résultat très 
singulier, savoir : que la longitude moyenne du premier satellite 
de cette même planète , moins trois fois celle du second^plus deux 
fois celle du troisième, est exactement égale à deux angles droits. 
On tire de là , entre autres conséquences, que les trois premiers 
satellites de Jupiter ne pourront jamais être éclipsés à la fois. 

Les satellites, reconnus pour être des corps opaques, sont éclipses 
quand ils se trouvent dans le cône d'ombre que leur planète projette 
derrière elle, par rapport au Soleil. 

La perfection donnée aux tables des deux premiers satellites de 
Jupiter, permet de faire servir utilement les observations de leurs 
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éclipses, à la détermination des longitudes terrestres ; parce que les 
immersions et les émersions de ces corps célestes sont des phéno- 
mènes subits (pji, à Taide de bonnes lunettes et de bons yeux, se 
remarquent au même instant physique en difierens lieux de la Terre. 

43. Les orbites de Mercure et de Vénus sont renfermées dans 
celle de la Terre; ces deux planètes se nomment, pour cette raison, 
planètes inférieures : elles présentent des phases semblables à celles 
de la Lune. Mercure est difficile à voir, parce qu'il est très près du 
Soleil, et que souvent il est plonge dans ses rayons. Mais Vénus, 
surpassant par son éclat et sa blancheur toutes les autres pla- 
nètes, s'observe beaucoup mieux, et ses phases, vues au télescope, 
sont bien plus distinctes. Cette planète s'éloigne du Soleil jusqu'à 
environ 48*; elle est connue vulgairement sous le nom ^étoile 
du Jour ou ^étoile du soir, selon qu'elle précède le lever du 
soleil, ou qu'elle paraît après le coucher de cet astre : on la voit 
quelquefois en plein jour à la vue simple. 

Les passages de Mercure et de Vénus sur le disque du Soleil, dont 
les durées sont sensiblement différentes en divers points de la Terre, 
à cause de la parallaxe, ont servi à déterminer celle du Soleil, et par 
suite la distance de cet astre à nous. On présume que ces trois pla- 
nètes ont chacune une atmosphère. 

Toutes les autres planètes sont dites supérieures, parce que leurs 
orbites embrassent celle de la Terre, et que par conséquent elles 
s'éloignent du Soleil à toutes les distances angulaires possibles. Mars 
est Icplusprèsde nous; Jupiter vientensuite.On aperçoit au télescope, 
sur les disques de ces deux planètes, et sur-tout sur Jupiter, diverses 
bandes obscures, parallèles et changeantes, ainsi que des taches qui 
deviennent plus ou moins apparentes. Ces changemens supposent 
une grande agitation à la surface de ces coi'ps ou dans leur atmo- 
sphère, puisque, malgré l'énorme distance à laquelle ils s'effectuent 
par rapport à nous, ils sont encore sensibles. 

Mars est d'une couleur rougeâtrè; il présente aussi des phases, 
mais sous forme oblonguc : celles de Jupiter sont insensibles à cause 
de son grand éloignement du Soleil et de la Terre. On a en outre 
observé dans Mercure, Vénus, Mars, Jupiter et Saturne, un mou- 
vement de rotation d'occident en orient, et à peu près dans le plan 
de leurs orbites. 
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Satarne , bien moins brillant que Jupiter, était, avant la découverte 
d'Uranus, aux confins du système planétaire. Il est sur-tout remar- 
quable par son anneau, dont il est entièrement détaché; son disque 
parait toujours rond ; mais Panneau situé dans le plan de Téquateur 
de la planète, et qui, à cause de son obliquité, paraît ordinairement 
elliptique , cesse d*être visible quand il se présente à nous de profil , 
ou du moins on ne Taperçoit alors, à l'aide d'une forte lunette, que 
comme un filet lumineux : on croit même que cet anneau est com- 
posé de deux couronnes isolées. 

La rotation de l'anneau et celle de la planète sont de même durée ^ 
et ont lieu d'occident en orient. 

La planète Uranus, découverte en 1781, a pu être prise souvent 
pour une étoile, à cause de son peu d'éclat, de sa petitesse, et de la 
lenteur de son mouvement. Elle décrit en 84 ans un orbe qui com*- 
prend ceux de toutes les autres planètes. L'analogie porte à croire 
qu'elle est opaque, et qu'elle tourne aussi sur elle-même; mais jusqu'à 
présent on n'a pu en acquérir la preuve certaine. 

Les autres planètes découvertes plus récemment encore, sont, 
comme nous Pavons déjà dit, Cérès, P allas, Junon et F^esta. On ne 
les aperçoit, même très diSicilemeDt, qu'avec une très bonne lunette, 
et c'est pour cette raison qu'elles ne peuvent intéresser que les astro- 
nomes.Leurs orbites sont comprises entre celles de Mars et de Jupiter. 
Quoique les planètes paraissent se mouvoir tantôt d'occident en 
orient, tantôt en sens contraire ; que quelquefois même elles sem- 
blent stationnaires (art. 6), cependant elles ont toutes réellement 
un mouvement direct comme la Terre. Ce phénomène de la rétrogra- 
dation apparente tient à ce que les mouvemens angulaires de ces 
astres et de la Terre sont inégaux, comme on peut le voir par le 
Tableau suivant, qui donne, outre la durée des mouvemens de toutes 
Jes planètes, leurs distances au Soleil et leur grosseur relative. 
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NOMS 

DES PLANÈTES. 



^ Mercure 

$ Vénus 

§ La Terre. . ., 

(f Mars 

Ip Jupiter 

J) Saturne. . . . . . 

1^ Uranus 

Ç Cérès 

$ Pallas 

Ç Jnnon 

g Vesta 



DURÉES 

de leurs révolutions 
sidérales. 

87^,969 

aa4,7o i 

365,a56 

686,980 

4333,596 

1 0758,970 

30688,71 3 

1681,539 

1681,709 

i335,ao5 



DISTANCES 

moyennes 
AU SOLEIL. 



0,387 

0,703 

1,000 

i,5a4 

5,2o3 

9*539 

19,183 

2,767 

a,768 
3,667 

3,373 



Diamètres planétaires, 

celui de la Terre 

étant 1. 



Le Soleil ©. 
Mercure . , . • 

Vénus 

La Terre. . . 

Mars 

Jupiter 

Saturne 

Uranus 

La Lune^.. 



109,93 
0,39 

o>97 
1,00 

o,56 

11,56 

9>6i 
4,26 
0,27 



Volumes, 

celui de la Terre 

étant 1. 



1328460,0 
0,1 

0*9 
1,0 

o,a 

1470,2 

887,3 

77*5 



Durées 

des rotations des 
Planètes* 



a&,5oo 

1,000 

0,973 

0,997 
1,027 

0,414 

0,428 

27,323 



On se rappellera que les mouvemens autour du Soleil, et ceux de 
rotation, s'effectuent d'occident en orient j et que dans ce Tableau 
l'unité de tems est le jour moyen (art. i4). 

Voici un autre Tableau des satellites eonnus : 
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SATELLITES DE JUPITER. 



Distances moyennes , 

le diamètre de la planète 

étant I. 






satellite 5^8i3o 

a' 9*2487 

3* 14,7524 

4* ^5,9469 j 



Durées 
des révolutions. 



i',7G9i 

3^55 1 a 

7, 1 54s 

16,6888 



SATELLITES DE SATURNE. 



3«. 

4*. 

7*- 



satellite, 



3,08 


01,945 


3,95 


1,370 


4.89 


1,688 


6,37 


a.739 


8.75 


4,517 


ao,3o 


1 5,945 


59,15 


79.330 



SATELLITES D*URANUS. 



, 



i*' satellite 

»• 

3* 

4* 

5- 

G* 



l3,12 

17,0a 

19,85 
22,75 
45,5 1 
91,01 



5'.893 

8,707 

10,961 

1 3,456 

38,075 

107,694 



JU 



On voit par la troisième colonne de la première partie de co 
Tableau , que la dislance moyenne de la Terre au Soleil est prise 
pour unité; cette distance est égale au demi-grand axe de l'orbite 
de la Terre. On exprimera en rayons terrestres les distances ren- 
fermées dans cette colonne, en les multipliant par 23578, nombre 
qui exprime également en rayons terrestres , la distance de la Terre 
au SoKmI; et si Ton multiplie en outre ces produits par la valeur du 
rayon de la Terre, qui est égala 6376710 mètres, on aura ces mêmes 
distances en mètres. 
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Des Comètes. 

44. Les comètes sont des astres dont l'apparition est de peu de 
durée : elles traversent dans toutes les directions possibles notre 
système planétaire, et se meuvent toutes, sinon dans des orbites 
elliptiques très allongées , du moins dans des sections coniques dont 
le Soleil est au foyer commun. Leur mouvement de translation , 
comme celui des planètes, est soumis aux lois de Kepler. 

La nébulosité qui enveloppe le noyau de la comète et le rend 
confus, paraît être son atmosphère. A mesure que cet astre s'ap-* 
proche du Soleil, la matière qui compose sa nébulosité se volatilise 
probablement de plus en plus par Faction de la chaleur solaire, et 
forme cette traînée de vapeur lumineuse et transparente, connue 
sous le nom de queue, laquelle est toujours opposée au Soleil, Mais 
ce n'est pas là le caractère distinctif des comètes , car il en est qui se 
sont montrées sans ce phénomène. 

La comète très remarquable de 1680 est celle qui s'est approchée 
le plus du Soleil. A son périhélie elle en fut 166 fois plus proche que 
nous^ il est donc naturel de penser que la chaleur qu'elle éprouva 
fut 37556 fois plus forte que celle qui est transmise à la Terre, dans 
l'hypothèse que son action s'exerce en raison inverse du carré des 
distances. S'il en est ainsi, les substances évaporables d'une comète 
diminuent à chacun de ses retours au périhélie. 

Dans les tems d'ignorance et de superstition, les comètes, ainsi que 
les éclipses de Soleil et de Lune, étaient regardées comme les signes 
des plus grandes calamités. En 1773, la France même, saisie d'une 
vaine frayeur, crut à la jBn prochaine du monde, parce que Lalande, 
dans un Mémoire qu'il venait de publier, indiquait celles des comètes 
observées qui peuvent leplusapprocherde la Terre. Il pensait en outre 
que,par l'efFetdes perturbations planétaires, quelques-unes pourraient 
bien , à leur retour , la rencontrer et produire une terrible catastrophe. 
Cependant, la comète de 1770 qui, à cause de sa grande proximité 
de nous, devait être la plus redoutable, n'a plus reparu, quoique les 
astronomes lui eussent assigné une période de 5 ans et demi environ j 
ainsi, à moins que quelque cause ne l'ait fait disparaître pour nous, 
les perturbations qu'elle a dû éprouver ont changé considérablement 
les dimensions de son orbite 3 mais fût-elle revenue plus près de la 
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Terre , il y aurait eu des millions de probabilités contre tout événe- 
ment funeste. 

La difficulté de prédire d'une manière certaine le retour d'une 
comète, tient à celle de déterminer rigoureusement les élémens de 
son orbe. La comète de i456, découverte par Halley, est encore la 
seule qui ne laisse aucun doute à cet égard : elle reparaîtra en i835 j 
sa période est de 76 ans environ. Lorsqu'elle passa à son périhélie , 
son noyau , de la grandeur d'un œil de bœuf, avait l'éclat d'une étoile 
fixe, et sa queue, de couleur d'or, soutendait un angle de 6o'. Ce beau 
spectacle se reproduisit en 168a. L'ellipse que cette comète décrit 
est fort excentrique , car son grand axe est 35 fois -^ la moyenne dis- 
tance du Soleil à la Terre. Quant à la distance périhélie, elle est seu- 
lement les -^ de celle-ci. 

Nous terminerons ici ces notions d'Astronomie, parce qu'elles 
sont plus que suffisantes pour faire comprendre les méthodes d'ob- 
servation et de calcul que nous aurons occasion d'exposer. Mais ceux 
qui voudront acquérir des connaissances plus vastes sur cette ma- 
tière , et approfondir les théories dont nous n'avons pu donner qu'une 
faible idée , devront particulièrement étudier VExposition du Sys^ 
tème du Monde , ou le Traité élémentaire d'Astronomie phy-- 
sique. 
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CHAPITRE PREMIER. 

De la Trigonométrie rectiligne. 

45. JN ous supposons dans cet ouvrage que le lecteur possède des 
connaissances assez étendues sur toutes les parties des Mathéma- 
tiques élémentaires; néanmoins nous croyons utile de rappeler les 
principes généraux de la résolution des triçingles rectilignes et sphé- 
riques, parce qu'ils servent de fondement aux théories et aux mé- 
thodes de calcul qui seront exposées par la suite. Nous donnerons 
même plusieurs formules trigonomé triques nouvelles ou peu connues; 
mais avant d'entrer en matière nous allons présenter le tableau des 
principales fonctions circulaires qui s'emploient fréquemment dans 
les calculs trigonométriques, pour y effectuer diverses transforma- 
tions que les circonstances exigent. 

Soient/? et q deux arcs quelconques d'un cercle dont le rayon est 
pris pour unité; on aura les formules connues 

sin (/7=t:^) = sin/7COSçdbcos/7sin^, 
cos (pdzq)= cosp cos qzps'mp sin q, 

desquelles on tire aisément celle-ci : 

sin*/7 + cos*9 = i; 
a sin/? cos ç = sin (/7-f-g) + sin (p — q), 
a cos /7 sin ç= sin (p + q) — sin (p — ç), 
a cos/7 cos ç = cos (/? + ç) +C0S (p — q)j 
a sin/? sin j==cos(/7 — 5) — cos (/? + 5), 
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s sinp C08 7np=isin {m+i)p — sin (m^— i)p, 
a cosp sin mp = sin (m + i)p + sin (m — i)p, 
a cosp cos mp = cos (m-f- 1) jP + cos (m — 1) /? , 
a sin/7sin77ip=cos(m — i)/? — cos (/n + i)j7, 

sinj9 + siQ9 = a sinj (pH-ç) cos^(p — j), 
•sinp — sin ç^acos j(p + g) sin ^ (/7 — ç), 

cosp+cos5r = acos^ (p-f-ç)cos 7 (p — 5), 
cosp — cos^rszz — 2 sin i (p + q) sin 7 (p — q)^ 

sin ap= a sinp cosp, cosp =1 — a sin^^p, 

cos ap=cos'p — sin'p, cosp = a cos'lp— • i, 

sin* p — sin* q = cos* q — cos*p = sin (p + q) sin (p — ^r), 

cos*p — sin* q = cos (p + q) cos (p — ç), 

cos p cos j = cos* 5 (p — ^) — sin* i (p + 5), 

. aîn p . 1 cos p 

tangp = — ^, cot p = ; = -T~^. 

^-'^ cosp -* tangp sinp 

sécp= , coséc p = -T-i- , 

•^ cosp^ •'^ sinp 

tane f p =fc g) ="° <^ - Û = tang p ±: tang q 
^ \r ï/ cos(p±:9) i ::p tangp tang ^' 

tangp + tang q :=îiliE±3l , cot p + cot q = 'JiSE+32^ 

^^ • ^ * cos p cos 9 ' * * ^ suipain 9 ' 

tangp~-taDgg= "°^~''^ cotp^cota = — 2il(£zi5), 

^•'^ o ï cos /» cos 9 ' -«^ ï sin painq * 

tang'p~tang'g= ""»t^>'"»-^\ cofp-cot'a=:^""».+'?>'.°CP-J. 

■'^^b/' o :f cos* p cos' 9 ' ^ ^ sin*psm»9 

lin p + sîn ? ^ tang Hp + 7) cos p + cos 17 cot { (p — 9) 

sinp — sin 9 ""^ tang^ (p — 9)* cosp — cos 9 tangj(p-f-ç) 

séc p -f- séc q 

^écp — sé(iq 
sinp -4* sin (7 , , / , > 8inp + «în<r -^ • • \ 

— c-^ — ^- =:tang 1 (p + q). — ^— ^- — ^ = — cot ^ Tp — q\ 

cos p + cos 9 o • vx' • ï/7 cosp — cos 9 * ^-^ i/> 

tin p -« sin a . , , x sin p — sin 9 . _ , . 

cosp + cos(/ • xj- :i/7 cosp — cos 9 * vA' t^!!/? 



sm 



sinp 

cosp 
tangp 1 



tang ip = r"^ , cot ^p = -^ — , 

D •X' l-{-COSp ^-^ 1— * 



^^'^ P — ./. . " ^. ' ^^Sp 



V/i + tang'» p ^ y/i ^ tang» p' 

Soit 1^ le quadrant j on a, suivant la division du cercle en 36o de- 
grés sexagésimaux , 



x^ = 90% 
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et suivant la division du cercle en 4cx> grades ou degrés décimaux , 

on a en outre 

sin 1^ = 1, cos 1^ =3 o; tang ^^ = tang 45* = tang 50^ = 1, 
tang 1^ = tang go* = tang loc = oo = Pinfinij cot i^ = o, 
sec 1^ = ^ = 00, coséc i^ = i = ra^on. 

En général, 

sin (i"^ ±/?) = + C0SJ9, cos (i^ dbp) = qp sin /i, 

sin (2^^ d=/7) s= q: sin /?, cos (2^ =*=/?) = — cosp, 

sin (3"^ =fc p) == — cos /? , cos (3"^ dzp) = db sin /?, 

sin (4^^ rfcp) = ± sin /? , cos (4^ rt:/?) := + cosjf?, 

46. Voici les énoncés des règles des signes qu'il importe d'observer 
dans l'emploi des valeurs trigonométriques. 

1*. Le produit de deux quantités est positif ou négatif, selon que 
ces quantités sont affectées du même signe ou de signes diffêrens. 
Même règle pour le signe du quotient de deux quantités, 

2"*. Le sinus, le cosinus, la tangente et la cotangente d'un angle 
moindre qu'un droit, sont positifs. Généralement, la sécante a le même 
signe que le cosinus, et la cosécante le même signe que le sinus; 
puisque 



séc/;= , et coséc p = 



cosp * sin p 

3*. Si un angle est compris entre 1 et 2 droits, son sinus et sa 
cosécante sont positifs j toutes ses autres lignes trigonométriques 
sont négatives. 

4**. Tout angle compris entre 2 et 5 droits a son sinus et son 
cosinus négatife, mais sa tangente et sa cotangente sont positives j 
en effet l'on a 

* ^ SÎQ p . . C OSp 

tang p = — ^, et cot p = -.— ^, 

^ ^ cos p ■* sin p 

5*. Lorsqu'un angle est compris entre 5 et 4 droits, son cosinus 
et sa sécante sont positifs j ses autres lignes trigonométriques sont 
négatives. 

go. Enfin, le sinus d'un angle négatif, et compris entre o et a droits, 
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est lui-même négatif, et le cosinus est positif oti négatif selon que 
cet angle est aigu ou obtus. Quant aux signes des autres lignes tri* 
gonomé triques, ils dépendent évidemment de ceux du sinus et du 
cosinus. 

Remarquez que la plupart des formules précédentes ne sont pas 
homogènes, parce que le rayon des tables, représenté par l'unité, 
en est éliminé ; mais, si l'on veut, il sera facile de rétablir l'homogé- 
néité, en désignant ce rayon par Jf?, et l'introduisant comme facteur, 
ainsi que ses puissances, dans tous les termes où le nombre de 
dimensions est moindre. Par exemple, la première du tableau s'écri- 
rait ainsi : 

Jî sin (j[7 db ^r) = sinp cos q de cosp sin g, 

et la troisième deviendrait 

sin*/? -{- sin* y = /?■; 
cela est évident. 

Le rayon des tables pris pour unité, Êiit que les logarithmes de 
sinus et cosinus sont ceux de nombres fractionnaires. Dans cette 
hypothèse on a 

log 0,1 = 9,0000000 =s log sin 5* 44' a 1'', 02 , 
log 0,01 = 8,0000000 = log sin o . 54 . 3a , 6g, 
log 0,001 = 7,0000000 = log sin o . 3 . a6 , a6, 
log 0,0001 =: 6,0000000 = log sin o . o.ao ,63, 
etc. 

Cest ainsi qu'à l'avenir nous considérerons les logarithmes des 
fractions plus petites que l'unité, quoique quelques auteurs emploient 
à cet égard des caractéristiques négatives , ou des logarithmes en- 
tièrement négatiÊ ; voyez l'explication qui précède les Tables de 
Logarithmes. 

Résolution des triangles rectangles. 

47. Avant de considérer en particulier les triangles rectangles, 
cherchons les relations qui existent entre les côtés et les angles d'un 
triangle rectiligne quelconque, et, pour cet efiet, partons de ces 
deux propriétés connues , savoir : 

Dans tout triangle rectangle, i'. le quarré de l'hypoténuse est 
égal à la somme des quarrés des deux autres côtés. 

1. T 
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fi*. Le cosinus d'un des angles aigus est égal au côté adJMëni 
divisé par Vhypoténuse, en supposant le rayon des tables égal 
à l'unité. 

Soient désignés para, hj des trois côtés d'un triangle rectiligne 
quelconque ( fig. 12 ); par -^, fl, C les angles qui leur sont respec- 
tivement opposés; par x le segment -^J5, formé par la perpendicu- 
laire CD y et par/ cette perpendiculaire; on aura évidemment-^ 

jK* = i* — ^% y^=^a^ — (c — xYy 

et par conséquent en égalant ces deux valeurs y 

a* = i* -f- c* — 2CX, 
on a* = i* + c* — 2hc cos ^y 

à cause de x = J cos ^. Il résulte de là que le quarré d'un des 
côtés d'un triangle rectiligne quelconque est égal à la somme des 
quarrés des deux autres côtés , diminuée du double produit de 
ces mêmes côtés multiplié par le cosinus de V angle qu'ih forment 
entre eux y en supposant toutefois le rayon des tables égal à Tunité 
et l'angle ^ aign. 
Les trois équations cherchées sont donc 

a* = 6* -f- c* — 2 Je cos A 
J*==a*-|-c* — aaccosiî ) {A)\ 
c* = a' + b^ — aaft cos C 

ainsi, lorsque parmi les six parties d'un triangle trois seront con- 
nues, savoir les trois côtés, ou deux côtés et un angle, ou bien deux 
angles et un côté, on pourra déterminer les trois autres parties. 

Lorsqae le triangle ^BC est rectangle, ces équations se simpli- 
fient beaucoup; en effet, soit ^= i% on aura cos Az=,o^ et partant 

c — a cos 5= G > iJB). 
b — acosC=o j 

On retombe donc sur les deux théorèmes desquels on est parti, 
ce qui doit être ; mais alors cos £= sin C. Ainsi de ces deux dernier» 
équations l'on tire 

ôm C= -, cos C= -; 
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ensuite y en divisant Pune par l'autre , 

tangC=|-; 

donc, dans un triangle rectangle, i^. le sinus d'un des angles 
aigus est égal au côté opposé divisé par Vhypoténuse. 

2*. La tangente d^un de ces mêmes angles aigus est égale au 
côté opposé divisé par le côté adjacent. 

D'ailleurs, à cause de sia C s: -^ et sia J5 = -» on a 

-T— t; = ~ ou sm J5 : sin C\ib: c: 

sin C c ' 

ainsi, dajis tout triangle rectangle, les sinus des angles aigus sont 
proportionnels aux côtés opposés à ces angles. 

De la relation cz=:a cos 5, on tire 

a — c = a (i — cosjB); 
mais 1 — cos J5 =^ 2 sin* { -Bj donc 

a — c = 2asin*ï5; 



on a aussi 



_ (i — cos B) . „ 

a-^cz^a ' — r— ij— ^sm B\ 



et à cause de "T^^ = tang ^ By il en résulte que 

a-^cz^h tang { B} 

donc, Y excès de r hypoténuse sur un des côtés de V angle droit est 
égal au double du produit de cette hypoténuse par le quarré du 
sinus de V angle aiguadjacentà ce côté, ou bien est égal au produit 
d'un des côtés de V angle droit par la tangente de la moitié de 
V angle opposé. 

Résolution des triangles ohliquangles. 

48. Le théorème fondamental représenté par Féquatioa 

a* = i* + c* — 2 Je cos ^ 
sert à faire connaître directement le troisième côté d'un triangle 
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rectiligne, par le moyen de deux côtés et de Fangle compris; mais 
pour rendre Êicile l'opération par les logarithmes, on met, au lieu d« 
cos ^ sa valeur i — 2 sin* j ^, et alors il vient 

La fraction — 7^|~n— pouvant en général être plus grande que le 
quarré de l'unité, supposons-la égale à tang* 0; dans ce cas Ton a 

û = (i - c) [1+ tang« ap = (A^r. 

Toutefois, la solution numérique ne sera rigoureusement exacte 
que lorsque la différence fe — c sera grande ; si cette difierence au 
contraire était très petite, il Ëtudrait substituer dans l'équation fon* 
damentale, pour cos-^ sa valeur acos* 5-^—1, parce qu'il viendrait 



a-=(t+oy\j- ^^ 



mais dans cette circonstance l'on doit avoir f^^J; <i, sans quoi 
la racine de a serait imaginaire; nous pouvons donc supposer 

2^^1i^=sin-9; 
(b + cy ' 

ainsi a=i (b*{^ c) cos fl. 

Ces solutions supposent que l'angle ^ est aigu ; mais on voit 
bien comment il faudrait les modifier , si cet angle était obtus. 

49. Pour trouver d'autres formules qui conviennent aux différens 
cas des triangles obliquangles , tirons d'abord de la première rela- 
tion {j4)y cette valeur 

COS Jl = — 2— r , 

abc * 

et substituons-la dans l'équation sin' u^ = 1 -— cos' -r^j il viendra , 
après les opérations convenables , 

... ^ flo'fe* + flg'c^ + abV — gi—b^ — ci 

**" -^ •"* ' ■ 46*c* ■ * 
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^où Ton tirera, après avoir extrait la racine quarrée de part et 
d'autre, et multiplié le second membre haut et bas par a y 

sm .^ = a X ^ ^ ^^^ H 

mais si, pour abréger, Ton désigne par Jf toute la fraction qui mul- 
tiplie a, on aura 

sin A = aM\ 

or, la quantité Jlf étant une fonction symétrique des trois côtés du 
triangle, et par conséquent invariable, on en concluera pareil- 
lement 

sin jB = 6 Jf , sin C = cM\ 

donc ^î^ =r ^, ou sin ^ : sin jB :: a : 6 ; 

donc enfin, dans tout triangle rectiligne, les sinus des angles 
sont proportionnels aux côtés opposés. 
De la proportion précédente, on tire siu'-le-champ cette autre 

sin u^+ sin i? : sin ^ — sin jB :: a + 6 : a — 6, 
d'où 

a + 3 sin A -4- sin jB^ 

a — b "^ fiin A — sin B^ 

mais, par le tableau des fonctions circulaires (art. 45), on a 

lin A + sin B tang j (^ + j?) 

«in^ — sinjff "^tangi (^— S) ' 

ainsi 

a+fr _ tangK^ + ^) 
o— 6~tangiC^ — -fl)' 

ou aH-6:a — J::tang|(-^H-5):tangi(^ — B): 

et en langage ordinaire : 

La somme de deux côtés quelconques d^un triangle rectiligne 
est à leur différence, comme la tangente de la demi-somme des 
angles opposés à ces mêfnes côtés esta la tangente de leur demi- 
différence. 

De là on tire, à cause de "^ = i^ — . --, 
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Cette formule se rapporte au cas où l'on ooapait deux o6tés a, 6 et 
Tanglo compris C; c'est-à-dire qu'elle donne le moyen de trouver 
la demi-diflerence des deux angles inconnus j4^B: or, on a d'avance 

leur demi-somme, puisque i{J -{- B)=: i^ ^^ ^ C-, ona donc tout 
ce qu'il faut pour déterminer ces angles, et il est évident que 

le plus grand angle = "*"^ + , 

le plus petit angle = -^ ^— ?. 

Si les deux côtés a , b sont connus par leurs logarithmes , ainsi qu'il 
arrive fréquemment dans la pratique, on pourra se dispenser de 
chercher les deux nombres correspondans pour calculer la formule 
précédente : voici alors comment il faudra opérer. 

On considérera a, b comme les côtés d'un triangle rectangle, et 
en désignant par ^ l'angle opposé au côté a, on aura 

tangf =j; 

cet angle sera plus grand qu'un demi-quadrant, puisque l'on supr 
pose a > 6, et voilà pourquoi nous égalons à une tangente la quantité 

fractionnaire p donc, à cause de tang {(f> — ôo») = /^tat^ tang 5or > 
et de tang Se' = i , on aura 

tang((p — 5o') = |^-|; 
mais par ce qui précède, 

a — b tang \ a /^ 

donc 

tang (^1=:?) =: cot i C tang ((p ~ 5o^), 

formule qui donnera de même la valeur de >■ ~ - ■ * 
5o. Maintenant, si dans l'équation 

b^ + c^ — a^ 
C0S^=: ^^ . 

qui fait connaître un angle au moyen des trois côtés , l'on met , au 
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lieu de C08 A sa valeur i — a sin* v A^ on aura, en changeant les 
signes de tous les termes, et en laissant seulement sin*^^ dans le 
premier membre, 

. ^, . a* — 6*~r» + 3Jc a^ — {h — cY 
Sin-1^=: ^^ = ig^— -. 

Le numérateur du second membre étant le produit des deux fac- 
teurs (a + i — c), (a — i 4- c), on donnera à cette équation la 
forme 

(fl 4" i — c\ /a — 6 + r\ 
i )\ 1 ) 



^c ' 



mais — i- = —^ — ^ h. et — ^- = —^ — — c: 

si donc Ton désigne a-^r^^ c par ap, on aura, après avoir extrait 
la racine quarrée, 

formule qui peut être calculée facilement par les logarithmes, et qui 
donne très promptement un angle d'un triangle dont on connaît les 
trois côtés. Si l'on y restitue l'homogénéité, et qu'on l'énonce en pro- 
portion , il en résultera que dans tout triangle rectiligne, le produit 
de deux côtés quelconques est au produit des différences de ces 
mêmes côtés au demi-périmètre^ comme le quarré du rayon 
des tables est au quarré du sinus de la moitié de V angle que ces 
côtés comprennent 

On peut exprimer d'une manière analogue le cosinus et la tangente 
de î A : en effet, puisque i + cos^= acos* y -^, on aura, en met- 
tant ici pour cos^ sa valeur en fonction des trois côtés, 

'^'^ ^Tc = 2C0S'i^, 

d'où cos' \ A = ^^ -jr^ ; 

puis procédant comme ci-dessus , il viendra 

ces 1 ^ = ^(-. +^+ cH7+7^:T) 
— . /p -(p— g) . 
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et à cause de Îî2i^=tang î u^, il s'ensuit que l'on aura 

5i. S'il était nécessaire de connaitre les segmens formés parla 
perpendiculaire CD du triangle ^BC {û^. la) , on j parviendrait 
de la manière suivante : 

De la formule primitivement obtenue (art. 47) , savoir , 

et qui peut s'écrire ainsi : 

(a + h)(a — b)=:c(c — 2^), 
on tire cette proportion facile à graver dans la mémoire, 

c:a + b lia — h\c — ax. 

C'est-à-dire que quand la perpendiculaire CD tombe dans rinlérieur 
du triangle, la base ou la somme des deux segmens est à la 
somme des deux autres côtésy comme la différence de ces mêmes 
côtés est à la différence des segmens. 
Soit donc d cette dernière différence; on aura 



le plus grand segment = — ~— , 
le plus petit segment = 



c + d 



5a, On s'assure bien aisément, par l'analyse, que la seule connais- 
sance des trois angles d'un triangle rectilîgne ne suffit pas pour en 
déterminer les côtés; car si dans les trois équations {^) l'on consi- 
dère a, by ccommeles inconnues du problème, et que l'on ajoute la 
première équation à la seconde, la première à la troisième, et la 
seconde à cette dernière; ensuite que Ton divise respectivement ces 
trois sommes par ac, a6, aa, l'on aura les équations suivantes du 
premier degré : 

c — b cos A — a cos S = o ) 

b — c cos ^ — a cos C = o > (C). 

a — c cos B — b cos C = o j 

Mais parce que celles-ci ne renferment aucun terme tout connu, les 
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valeurs de a , & , c qu'elles fourniraient seraient nécessairement in^ 
déterminées ; et Ton aurait pour le dénominateur commun de ces 
valeurs 

1 — cos' A — cos' B — cos' C — acos A cos B cos C = o : 

c'est en même tems la relation qui doit exister entre les trois angles 
d'un triangle rectiligne, pour que leur somme soit égale à deux droits. 
{Application de V Algèbre à la Géométrie , par M. Lacroix, p. i4i.) 

Diverses expressions de Vaire d'un triangle rectiligne. 

55. Soit <y Faire du triangle rectiligne^5C (fig. 13), et^ sa hauteur; 
on aura 

fl a ' 

mais yz=zh un A\ donc 

S=^\hc%\VLA (1). 

D'ailleurs à cause de sin C : sin j? :: c : 6, on a & = ^^^i et 



sin C 



^= . f . , „v (3). 



Telles sont les deux formules qui donnent Taire d'un triangle recti- 
ligne, connaissant deux côtés et l'angle compris, ou bien un côté et 
les deux angles adjacens; mais il est utile en outre d'avoir la valeur 
de S en fonction des trois côtés. Or, si dans la formule (1) l'on met 
d'abord pour sin A sa valeur asin \ A cos ^ -^, on aura 

• 4S= Je sin^ ^cosj^. 

Ensuite, si pour sin 7 ^ et cos 7^ on substitue leurs valeurs trouvées 
à l'article 5o, on obtiendra sur-le-champ 

5= Vp(p-'a){p — b){p'-^. 

Tous les théorèmes précédens peuvent sans doute se déduire de 
la simple Géométrie, et plusieurs même dérivent de constructions 
fort élégantes j aussi n'avons nous adopté dans cette circonstance la 
méthode analytique qu'à cause de sa fécondité, et que parce qu'elle 
fournit de la manière la plus simple toutes les formules trigonomé- 
triques connues. 

1. 8 
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CHAPITRE IL 



De la Trigonométrie sphérique. 
Tfiéorème fondamental. 

64. J^^ES principes pour la résolution des triangles sphériques dé- 
rivent d'une seule équation que Ton déduit naturellement d'une 
propriété des triangles rectilignes, représentée par Tune des équa- 
tions (^) (art. 47). 
Soit ( fig. i5 ) ^D la tangente et OD la sécante de l'arc ^Bi 
Soit de même ^JB la tangente et OE la sécante de l'arc u4C. 
Si l'on désigne, comme à l'ordinaire, par ^,B, C les angles, et 
par ay by c les côtés opposés du triangle sphérique ^BC construit 
sur la surface d'une sphère du rayon 1, et dont le centre est en O, 
le triangle rectiligne A DE donnera, en faisant 27£ = a:, 

x^ = tang* h -4- tang* c — 2 tang b tang c cos ^ j 
le triangle ODE donnera de même 

. jc*= séc* b -f- séc* c — a séc b séc c cos a; 

« 

soustrayant de cette équation la première, et faisant attention qu« 
«éc* b — tang* i = 1, on aura, réduction feite, 

+ sin bs\n c ^ cos a 
r cos ^ — 7 = O, 
coâ b cos c cos b cos c ' 

et par conséquent après avoir chassé le dénominateur, 

cos a = cos b cos c + sin 6 sin c cos ui. 

Telle est l'équation fondamentale qu'il fallait trouver, et qui ferait 
connaître le troisième coté d'un triangle sphérique, si les deux 
autres côtés et l'angle qu'ils comprennent étaient donnée : elle est 
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, 4hctle à retenir. La démonstration que nous venons d'en donner est 
due à De G ua, qui l'a publiée dans les Mémoires de V Académie 
des Sciences (année 1^85). Lagrange et d'autres géomètres célébre$ 
l'ont depuis adoptée dans leurs Traités de Trigonométrie : on en 
verra une nouvelle dans le livre IV, au chapitre des parallaxes. 

Une simple permutation de lettres fournit deux autres équations 
toutes pareilles^ ainsi on a 

cos a = cos b C05 c + sin i sin c cos ^ 

cos b = cos a cos c + sin a sin c cos B } (ol). 

cos cs= cos a cos 6+ sin d sin b cos C 

Il ne s'agit plus que de combiner convenablement ces trois équa- 
tions, pour parvenir aux relations qui offrent le moyen de résoudre 
tous les cas possibles des triangles aphériques. 

55. Si de la première équation l'on tire la valeur de cos A y et 
qu'on l'introduise dans la relation sin' ^ s=: 1 '— - cos* ^, on aura 



• « ^ cod^a-4"fl||^&cos*c— acosacos &CO8C 
Sin* -^ =s 1 ~- ~^^. — r , » , , ; 

réduisant les termes du second membre au même dénominateur, 
multipliant haut et bas par sin' a et extrayant la racine, on ob- 
tiendra 

^ . 1/ (i — CO8* a — cos* b — cos* c + a cos a cos b 00s c) 

sm -^=sm a. — ^ : ^-r": r^i 

sm auiao sin c 

désignant par M toute la fraction qui multiplie sin a, on pourra 
écrire plus simplement 

sin^ = Jfsiua; 

et puisque M est une fonction symétrique ou invariable, quel que 
soit l'angle dont on cherche le sinus, il est évident que l'on aura 
pareillement 

sin iî = ilf sin b, 

sin C=:; Jisin c: 
de là 

sin ^ : sin i? : sin C :: sin a : sin b : sin Cj 
ou bien 

sin ^^^_^ sin a slnA sin a sîn^ sin & 
•in i^""" sin A* sin C"" sine* sin C"" sine* 
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ainsi les sinus des angles (Vun triangle sphérique sont propor* 
tionnels au sinus des côtés gui leur sont opposés. C'est ea cela 
que consiste la proportion dite des quatre sinus. 

Mais pour procéder du simple au compose , examinons d'abord 
les propriétés des triangles sphcriques rectangles, quoique celles-ci 
lie soient que des cas particuliers des propriétés des triangles sphé- 
riques quelconques. 

Formules pour la résolution des triangles spkériques rectangles. 

56. Lorsque Tangle ^ est droit, le côté opposé a se nomme TAy- 
poténuse, et les relations (a) deviennent 

cos a = cos h cos c | 

cos b = cos a cos c + sin a sin c cos B > {a!). 
cos c = cos a cos J + sin a sin h cos C J 

Il suit de la première relation que dans tout triangle sphérique 
rectangle, le cosinus de Fhyp^nuse est égal au produit des 
cosinus des côtés qui comprennmt V angle droit 

Eliminant cos a des deux dernières, on trouve 

cos &=cos h cos*c+sin a sin c cos jB=cos h (i — sin'c)+sinasin ccosB, 
cos c=cos c cos* M-sin a sin h cos C=co8 c ( i — sin* i)-f-sin a sin & cos Q 

réduisant et divisant tout par sin c, on a ces deux relations entre 
les trois côtés et un angle oblique : 

sin c cos 2^ = sin a cos B ^ 

sin b cos c = sin a cos C ] ^* ^ ' 

mais à cause de sin a = tang a cos a et de cos a = cos b cos c, ces 
nouvelles relations se changent en celles-ci : 

sin c cos b = tang a cos b cos c cos Bj 

sin b cos c = tang a cos b cos c cos C, 

d'où l'on tire 

tang c == tang a cos B y 

tang b = tang a cos Cj 

c'est-à-dire , i*. que dans un triangle sphérique rectangle , la tan- 
gente de run des côtés de l'angle droit, divisée par la tangente 
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de rhypoténuse, est égale au cosinus de P angle oblique adja-^ 
cent à ce côté; â"". que les tangentes des deux côtés de V angle 
droit sont réciproquement proportionnelles aux cosinus des 
angles qui leur sont opposés. 

57. Nous remarquerons en passant, que si, dans 4a pratique, il 
s'agissait de trouver l'angle B au moyen de l'hypoténuse a et du 
côté c adjacent, on aurait à résoudre l'équation 

cos Z? s= cot a tang cy 

mais dans le cas où l'angle B serait très petit , les tables ne pour- 
raient le donner exactement par son cosinus. En le déterminant au 
contraire par la tangente de sa moitié, on aura toute l'exactitude 

requise. Or, à cause de tang* 7 -B = j^^-g, on a, en substituant 
pour cos B sa valeur, 

tang c 

tang* - 5 = ^^°6^ _. tang a — tang c _^ sin (a — c) 

^ • j. tang c tang a + tang c sin ( a-f- c) * 

. "*" tang a 

et 

M, 1 » ^ Ain (a — c) 

tang i -B = 1/ . ; , -■. 

° • V sin (a 4- C") 

Un angle d'un triangle sphérique étant toujours moindre que deux 
droits , \ B sera nécessairement aigu ; ainsi l'on devra rejetter la 
racine négative, puisqu'elle donnerait 7 B obtus. 

58. Si on combine les deux équations {a!') par voie d'addition et 
de soustraction, l'on aura 

sin (6+ c) = sin a (cos C+ cos B) = a sin ûcos^— ^j ^^^\~~)* 
sin (i— c) = sin a (cos C— cos j?) = a sin a sin (— ^J sin (~~"/» 

et si on divise maintenant ces deux résultats l'un par l'autre , il 
viendra cette autre relation remarquable 

tang (^ tang (^ = '^^y 
laquelle nous apprend que quand la sonuue des deux côtes de l'angle 
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droit est plus grande qu'une demi-circonférence , la demi-sonmi^ 
des deux angles opposés est nécessairement plus grande qu'un qua* 

drant; car lang (—j-^ et sin (b — c) ayant toujours le même signe, 

tang — ï-- est positive ou négative selon que sin {b+c) est positif ou 
négatif. 

69. Pour trouver d'autres propriétés, élevons au quarré les pre- 
mières relations (a') {a!')-, il viendra 

cos* h cos* c = cos* a , 

sin* c cos* b = sin* a cos' Zfj 

celles-ci étant ajoutées entre elles, on aura, en simplifiant, 

cos* b = cos* a + sin* a cos* J5 = 1 — sin* a sin* S, 

par conséquent 

sin* b = sin* a sin* B ou sin & = sin a sin B j 

c'est aussi ce qui résulte de la proportion des quatre sinus, démontrée 
à l'article 55; ainsi dajis un triangle sphérique rectangle^ le sinus 
d'un côté de Vangle droit est égal au sinus de Vangle opposé 
Multiplié par le sinus de l'hypoténuse. 

60. En Trigonométrie l'on entend par cas douteux celui où l'in- 
connue est donnée par son sinus; parce qu'alors le problème est en 
général susceptible de deux solutions. Si, par exemple, dans le 
triangle sphérique rectangle on connaissait b etiSqui sont toujours 
de même espèce, et qu'on voulût déterminer l'hypoténuse a, on 

l'obtiendrait par la formule sin a = ^^ ; or , le sinus d'un arc 

moindre qu'un quadrant étant le même que celui d'un arc qui en est 
le supplément, on ne saura si a est aigu ou obtus. Il existe donc 
deux triangles rectangles qui satisfont aux données du problème. 

61. Puisque l'on a, par ce dernier principe, 

sin 6 = sin a sin B^ 
sin c = sin a sin C, 

ou obtiendra , en divisant ces deux équations respectivement par 
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celles (a") 

ainsi dans un triangle sphérique rectangle , là tangente d*un 
angle oblique est égale à la tangente du côté opposé, divisée par 
le sinus du côté de Vangle droit adjacent. 
On sait de plus, par ce qui précède, que 

co8s=;-5B^, co3c=;^, 

tanga' tang a' 

^ sin c . 7, sin fr 

sm C = -: — , sin 5= -T — . 

sm a* 8in a 

Divisant les équations supérieures par celles inférieures, et feisant 
les réductions, il vient, à cause de la première relation (a'), 

cos^ tans c sin n « cos C tans h sin a 

T-y, = r--2_ . = cos 0. -r-= = --2— , -_. = cOS Cj 

8in C tang a sia c ' sin ^ tang a sm 6 ' 

donc , dans un triangle sphérique rectangle, le cosinus d*un des 
côtés de Vangle droit est égal au cosinus de Vangle opposé, di- 
visé par le sinus de Vangle oblique adjacent. 

Enfin, multipliant l'une par l'autre les équations (a!") y on a pou» 
produit 

tang B tang C s= — ^ = -^, 

o o cos b COI c cos a 

OU bien 

cos a = cot u5 cot C. 

De cette relation Ton conclut que le cosinus de Vhypoténuse est 
égal au produit des cotangentes des deux angles obliques. 

6a. Considérant toujours le triangle ABC rectangle en ^, on a 
d'une part 

sin a = ÎJ^, et de l'autre, cos B = ÎÏ5££. 

8in5' ' tanga' 

puis changeant les tangentes en sinus et cosinus, il vient 

sin c cos a = cos B cos c sin a = cos B cos c î^. 

sinjff 

Maintenant si l'on substitue pour sin a et sin c cos a leurs valeurs 
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dans la formule connue 

sin {a — c) = sin a cos c — cos a sin c, 

' ^ j 1 — cos B ^ B 

on trouvera, a cause de — . ^ = tang —, 

' sin jff D a y 

8in (a — c) = sin 6 cos o tang —, 



résultat qui, en y mettant au lieu de cos c sa valeur ^^» deviendra 

sin (a — c) = tang J cos a tang — . 

Si on change les 6 en c et vice versa y dans ces deux dernières 
formules, on aura sur-le-champ 

sin (a — J) = sin c cos h tang —, 

sin (a — &)= tang c cos a tang — ; 

ce qui fera connaître l'excès de Thypoténuse sur un des côtés de 
l'angle droit. Ces formules ont été données pour la première fois par 
M. de Prony , mais sans démonstration. En voici deux autres qui 
s'obtiennent par le même procédé : 

«1 cos (a — c) =-cos i + sin 6 sin c tang 7 J5, 

tane (a—c)^ tang 3 cos c tang : 2? , 

°^ ' i-f-tang^siactang^ /?' 

mais leur forme rend l'emploi des logarithmes moins commode. 

63. Voilà tout ce qui concerne la résolution des triangles sphé- 
riques rectangles. En ayant égard dans les formules, aux signes qui 
doivent affecter les valeurs de sin, cos, tang, etc., d'un angle, on ne 
sera nullement embarrassé sur l'espèce de l'angle ou du côté cherché, 
dans tous les cas qui ne sont pas douteux de leur nature. L'équation 
cos a = cos h cos c, par exemple , nous apprend que chacun des 
trois côtés d'un triangle sphérique rectangle est plus petit qu'un 
quadrant, ou que si deux côtés sont plus grands que loo', le troi- 
sième sera nécessairement plus petit; ou enfin que si les deux côtés 
de l'angle droit sont d'espèce difiërentc , l'hypoténuse sera plus grande 

qu'un quadrant. 

» 

De môme, par l'équation tang B = î^?^, nous voyons qu'un 
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angle oblique est toujours de même espèce que le côté qui lui est 
opposé, puisque sln c est constamment positif. 

Formules pour la résolution des triangles sphériques ohliquangles. 

64. La recherche des formules pour la résolution des triangles 
sphériques en général , ne donne lieu à aucune difficulté d'analyse. 
D'abord , des équations fondamentales (a) l'on tire 

^ cos a — cos b coîi c 

COS ^ = . , . • 

sin sin c 

^ cos b — cos a cos c \ ,/,. 
COS B = : r ) (&) : 

ttin n «in f> I \« y / 



COS c = 



siQ a sin c 

cos c — cos a cos b 

élu a sin Zr 



chacune de ces équations fait connaître un angle d'un triangle sphé- 
rique , lorsque les trois côtés sont connus ; mais comme elles ne se 
présentent pas sous une forme commode pour les logarithmes, il est 
nécessaire de leur faire subir les transformations suivantes. 

D'abord remarquons qu'à cause de i — cos ^ = asin* j ^ et 
de 1 4- cos ^ = 2C0S* ^ -^, les relations (j8) fournissent ces six 
autres ; 

^ cos (6— c)— cos a ... . 

1 — cos^= — ^ . , \ = asm* ~^. 

siu b sin c a > 

^ cos (a — c) — cos ft • . 1 -F^ 

1 — Q,OSBz;^—T^ — = 2sm*i J5, 

sin a sin c ^ i 

^ cos (a — h) — cosc • , I •> 

sin asm ^ • ' 

l+COS,/^ = ^^^^~^^. "^^^ = gC0S*7^, 
• sm 6 sm c * ' 

, ^ cos 6 — cos(a + c) , , „ 

1 4- COS B = : . ^ 5= acos* ^5, 

sin a sin c « y 

, ^ cosc — cos (a-+-M . . . I A> 

1 4-cos C = : ^^T^— = aCos* { C; 

' sin a sm 6 * ' 

puis décomposons en facteurs les numérateurs des seconds membres 
en vertu de la formule rappelée précédemment , il viendra 

1. o .. 
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SI 

sin* i^ = 



sin b sin c 
sin a sÎD c 

sin* 1 c = -^^ — " / ^, ^ 1 

sm a sin b 



sin' i 5 



(>) 



* sin 6 sm c ' 

COS« 15= . ^ ° .^ .^ " -^ , 

sin f îi±i±f Vin f £±*nf >) 
sinasmo 

Ces six valeurs peuvent se combiner de plusieurs manières diffé- 
rentes. En divisant Tune par l'antre celles qui se correspondent, on 
trouve 

tana» l v^ s'iai{a+b — c)8\niia+ c — b) 

uiig . ^ ~ Bitti {a + b + c)sïai(J} + c—ay 

'o • sini (a4-6 + c)sini (a + c — 6)' ■ ^'^ ^ 

f^r.rr« « ^ sin j (c + C — &) SID j (J + C — o) 

lang 1^^ — sini{a+b + c)sini{a + b—cy 

Ainsi on pourra obtenir un angle d'un triangle sphérique en fonc- 
tion des trois côtés, en calculant le sinus ou la tangente de la moitié 
de cet angle. 

Maintenant, en multipliant deux à deux les relations (y) on trouve 
aisément, après avoir extrait la racine quarrée, 

sinl^8inig=siniC "°^^".+*~ ^. co8|^cosig=sini C''"'^°.-^*+ ^ 



Sin C ' ■ Sin c 



sini^8inia=sini^ "°'^^+r ^, cos{^cos{C=sin{B'^^^^^±^ 
sinigsinife=sini.^ ^'"'^^.-^^°\ cosiJ?co8^C=8iDi ^'"^^"+*+ ^i 

* * ■ «in n ■ ■ * «tin /T 






6\n c sm c 



sini^cosi C= cosiS'-iîîi^?-=^\ cosi^sin iC=cosi5'M*±f =^ 

* » * «in A ■ * * Bin h 






^ 



«- 
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Remarques que quand on a obtenu la première relation de chaque 
système, il suffit d'une simple permutation de lettres pour avoir lea 
deux autres relations. 

A6n de parvenir aux conséquences les plus utiles, nous tire- 
rons d'abord de ces dernières relations les valeurs suivantes : 



sin I (^+fl)=sin |^cos i5+cos^^sin i5=cos iC^2!%I*2, 

cosi(^+iî>=cos i ^co8 iS— sin ^ ^ sin ^ J?=sin i C^^^t*> i 
cos^(^—B)=cosi^cosiB-{-smiu^smiB=smi(f-^^f^, 



W 



8WlC 



lesquelles s'obtiennent facilement, en ayant égard aux formules 
de l'article 45. Ces valeurs remarquables sont dues à M. Delambre, 
qui les a démontrées d'une autre manière. On en tire sur-le-champ, 
en divisant la première par la troisième , et la seconde par la qua- 
trième, 

tang H-^ •+- 5) =- cot i C ^^i^l ; 
tangH^-S) = cot^ Cî£|i^4 

Puis divisant la quatrième par la troisième, et la seconde par la pre- 
mière, on a 

tangl(a + ^)^tangfc ^;,!gj-g , 

. y i\ X - . sin i (^ — J3) 

tang H« - *) = tang i c ^j^T(:^-^. 

* ■ 

Telles sont les quatre analogies de Néper. Les deux premières 
servent à trouver deux angles d'un triangle sphérique dans lequel 
on connaît Les deux cotés opposés et l'angle compris ; en eSbt 
l'on a 

le plus grand angle ^ = "J" ■ 4 ^^ , 

et le plus petit angle B = — j^ -— ~ > 

Ijc& deux autres analogies s^eœploient pour trouver deux côtés 
lorsqu'on a deux angles et le côté adjacent^ 
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' On arrive à ces formules, aux deux premières par exemple, par 
une méthode plus simple, ainsi qu'il suit. 
Il est d'abord à remarquer que d'après l'art. 45 , 

et tangK^-g) = eo3^+co,g ' 

ainsi il ne s'agit que de rendre les seconds membres de ces égalités 
fonctions de a, ft et c. Or, si entre les première et troisième équa- 
tions (a) l'on élimine cos c, il viendra cette relation entre cinq par- 
ties d'un triangle, 

cos w^sinc + cos Csinacos&=cosasin6; 

par conséquent, changeant ^ en j5 et a en &, on aura 

cos >^ sin c = cos a sin b — cos Csîn a cos ft, 
cos 5 sin c = cos 6 sin a — cos Csin ft cos a, 

et ajoutant ces deux équations, il en résultera, réduction &ite, 

sin c (cos ^ + cos 5) = (i — cos C) sin (a -}- h) (m). 

D'un autre côté, par la règle des quatre sinus (art. 55), on a 

sin c sin >^ = sin a sin C, 
sin c sin ^ = sin 6 sia Cj 

« 

ajoutant et soustrayant ces deux équations, il vient 

sin c (sin ^ + sin 5) = sin C (sin a + sin i), 
sin c (sin ^ — sin B) = sin C (sin a — sin i)j 

divisant successivement celles-ci par la précédente (m), on a 

sin ^ + sin ^ sin C /sin a -f- sin b\ 

cos -/^-f- cos B '^" 1 — cos C \ sin (a + b) )* 

sin ^ — sin B sin C /sin a — sin h\ 

cos -/^4" cos ^ ■"" 1 — cos C \ sin (a — i) /* 

eafin transformant ces valeurs à l'aide des relations de l'art. 45, on 
trouve comme ci-dessus , . 
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tangi(^ + B)=:cotiCÎgig~g. 

et de là celte propriété remarquable, 

tang Ï i^ + B) _ tang i(n + b) 
tang i (^ — ^) tang i (a — ^)' 

65. Lorsqu'on n'a pour but que de déterminer un des angles 
inconnus, Fangle u4 par exemple, on l'obtient directement de la 
manière suivante : 

Mettant dans la relation 

cos ^ sin c = cos a sin & — cos C sin a cos ft, 

^ * / j . ' . 1 sin a sin C -, 

trouvée précédemment, pour sm c sa valeur — t—z — , on a de 

suite 

cot // sin C= cot a sin 6 — - cos C cos &, 

et par conséquent 

^ cot a sin 6 -. ^ _ l 

cot udl = — T—2T cot C COS b, 

sin C 

Cette formule donne donc immédiatement Fangle-^, au moyen de 
deux côtés connus et de l'angle qu'ils comprennent. Changeante enS, 
a en ô, et réciproquement, on a de même 

. y, cot 6 sin a . ^ 

cot B = — —77 cot C cos a. 

sin C 

66. Les relations (5^) nous ont procuré, par leurs combinaisons, 
plusieurs formules remarquables; on en déduit aisément encore 
d'autres : par exemple, en multipliant entre elles celles qui se 
trouvent sur la première ligne, puis prenant la racine quarrée et 
doublant le produit, on a, en faisant d'ailleurs a + b + c:=:2Sy 

, ^ IV . V flfsin (^) sin ( 5 — a ) sin (^—&) sin (5 — cY]^ 

a sm j-/d^ COS ^ ^ = sm u4 = -i= — ^-^ — ^^ l -^ — ^ ^ ; 

■ ■ sin D sine 

or, en rapprochant cette valeur de sin ^ de celle de Part. 55, on 
voit évidemment que 

4 sin (s) sin (s — a) sin {s — b) sin {s — c) 
ps X — cos* a •— cos* b — cos' c+ acos a cos b cos c. 
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67. On sait qu'un triangle sphërique est déterminé de grandeur^ 
quand on connaît le rayon de la sphère à laquelle il appartient^ ainsi 
que deux de ses côtés et l'angle qu'ils forment entre eux ; car par 
l'une des formules (a) l'on peut obtenir le troisième côté. Un triangle 
de cette espèce est aussi déterminé de grandeur, si, outre le rayon 
de la sphère, on connaît deux angles et le côté qui les joint. Cher- 
chons les formules relatives à ce cas , et pour cet effet reprenons la 
relation 

cos ^ sin c = cos a sin h — cos Csîn a cos h. 

On voit qu'en y mettant pour sin a et sin c leurs valeurs respectives 

sin ^ ii\ix B ^ 

cos ^ sin C== cos a sin ^ — sin ^ cos Ccos b: 

changeant ^ en B et a en i, et vice persây on a pareillement 

cos i5 sin C= cos h sîn^ — sin B cos Ccos a\ 

puis éliminant ços h entre ces deux équations, il vient pour la re- 
lation cherchée , 

cos A = cos a sin B sin C — cos B cos C ; 
on a dono 

cos>^= cos a sin B sin C — cos B cos C 

cos B = cos h sin ^ sin C — cos A cos C \ (g). 

cos C = cos c sin ^ sin 2? — cos A cos B 

Ce système d'équations est analogue à celui que nous avons désigné 
par (a), et il est remarquable que l'un se déduit de l'autre, en écri- 
vant ABCdM heu de ahc^ et réciproquement ; les cosinus étant tou- 
tefois affectés du signe négatif. La propriété du triangle polaire ou 
supplémentaire donne lieu à la même conséquence; car si A\ B\ C 
sont les angles de ce triangle, et a', 6', d les côtés opposés, on a 
{Géomét. de M. Lcgendre, propos. IX, liv. VII ) ces relations : 

a' = 200' — A^ ^' = 200^ — a, 
V = ?oo — JS, i5' == 200 — t, 
d = 200 — C, C = 200 — cj 

mais nous savons que 

cos a! z=^ cos V cos d + sin V sin d cos ^'j 
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par conséquent 

cos (aoo — A) = cos (aoo — j?) cos (aoo — C) 

+ sin (200 — B) sin (200 — C) cos (aoo — a), 

et enfin, comme ci-dessus, 

— cos A = cos B cos C — sin B sin Ccos a. 

68. On peut donc appliquer la règle que Pon vent d'énoncer, à 
toutes les formules démontrées jusqu'à prés nt, ou bien traiter 
analytiquement les formules (g), comme nous avons traité leurs 
analogues (a) : de l'une ou de Taulre manière. Ton parviendra à de 
nouveaux systèmes d'équations qui compléteront la resolution de 
tous les cas de la Trigonométrie sphérique. Pour nous borner aux 
expressions les plus utiles, nous remarquerons d'abord que l'on a 

# 

1 — COS a = — — - » » 7s = 2sm* X ^> 

8in If ain C * ^ 

, cos A + cos (B — C) ^ - 

1 + COS a = . „ . ^ — ^ == acos* ~ a: 

■ êinB $m c • ' 

mais en général 

cos p + cos q = acos (~^j cosT^-^^^^ , 
ainsi 

<iîn« ' —cosi{A + B+C)cosl(^B+C^ jf) 

Sin - a sîQ B sin c ' 

cos î a — sT^Tû^C • 

irtug ,u — cosi(y^ + ^— Ocosi(^+6 — ^)' 

l'une de ces trois formules donnera un côté au moyen des trois 
angles ; ainsi , par la première, on a 

• y sm i? sin C 

Si la quantité qui est sous le signe radical était négative , comme 
elle le paraît d'abord, il serait impossible de déterminer la valeur de 
sin 7a : cette valeur est cependant toujours réelle, car en général 

sin {x — 1^) == — cos X j donc 

sin (—5 ^') = - cos ( ) , 

quantité qui est toujours positive, parce que -^^ + B + C étant 
1. 10 



/' 
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nécessairement compris entre a^^ et 6<^, on a 

ji + B + c ^^ * ^ « 
— -=- — -Î-— — i<^ > o et < a«. 

D'ailleurs le côté d'un triangle spherique étant plus petit que la 
somme des deux autres, on a, par la propriété du triangle polaire, 

a^ — ^< 2<i — S 4- 3*1 -— C, d'où ^ + ^-1 — < iQ j angle dont le 
cosinus est positif. 

69. Nous pouvons maintenant tirer des conséquences semblables 
a celles des art. 55 et 66, savoir, que 

1 — cos*^ — cos* li — cos' C— Î2C0S AcosBcoi c 



sin* a = 



ain* B siii-* C ' 

— 4cos s cos {S — A) cos (5 — B) cos (5 — C) 



2S désignant la somme des trois angles. 
70. Si au lieu des formules 

tang Hû^ + i^) = long 1 c ^^iig^ , 

tangK^ - t) = tangic;-|;^i|^-|^, 

qui, comme nous Pavons déjà dit, servent à trouver à la fois deux 
cotés d'un triangle spliérique, au moyen du troisième côté et des 
deux angles qui lui sont adjacens, on voulait obtenir directement 
l'un des côtés a, i, le côté a, par exemple, il faudrait avoir recours 
à l'équation 

- cot Asm B , . n 

cot a = — -: f- cot c cos B. 

sm c ' ' 

que l'on trouve sur-le-champ en changeant dans l'équation analogue 
cot ^ = — :-^77f" "~ ^^^ C cos h (art. 65) , les lettres majuscules en 

minuscules, el vice versa, et afleclant les cosinus et les cotangentes 
du signe négatif, comme nous l'avons déjà fait observer (art. 67)* 
On a pareillement, par une simple permutation, 

. I rot B ^\nA , ^ ^ 

cot b = — : U cot c cos ui. 

bUi c ' ' 

^, I cot B sin C , ^ ^ 

cot b = — : . + cot a cos C; 



tilO tt 
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ee ijui donne une relation entre deux angles et deux c6tés. Pour en 
avoir une entre les trois cotés et deux angles, difîërente de celle 
de l'art. 65 , divisez Tune par l'autre les équations 

cos a = cos h cos c + sîn & sin c cos u^, 

sin a siti c 

il viendra de suite 

sin j4 cot a = sin C[cos h cot c-f- sin ô cos -r^]; 

la relation semblable entre les trois angles et deux côtés sera visi- 
blement 

sin a cot -^ = sin c [sin B cos a — cos B cot C]. 

71. Toutes les formules que nous venons de démontrer suffisent 
pour les besoins ordinaires de l'Astronomie , et sur-tout de la Géo- 
désie ; cependant nous allons en donner encore d'autres qui pourront 
trouver leurs applications, ou du moins qui concourront, avec 
les précédentes, à faire connaître la fécondité de l'Analyse trigono- 
métrique. 

Si de la formule 

sin {a'^c)=:i sin a cos c — cos a sin c 
on élimine sin a et sin c, dont les valeurs respectives sont "" . ^'^— 

^ sin h sxnC 

et — r-H—jOnaura 

/ N sin 6 cos c sin A — sin b cos a sin C 

sm (a — c)= r--= : 

^ / sini> ' 

mais à cause de la relation coscsin^=cosCsin5+eos<2sinCcos5, 
donnée à l'art. 67, il est évident que l'expression précédente se chan- 
gera en celle-ci : 

sin (a — c) = sin 6 cos C — cos a sin 6 sin C C~^^l ' \ 
de là 

sin (a — c) = sin J cos C— cos a sin J sin C lang 7 J5, 

formule donnée par M. Delambre et démontrée dans son Astro- 
nomie à l'aide d'une construction que nous avons voulu éviter ici, 



76 TRAITÉ DE GÉODÉSIE. 

afin de rendre notre procédé purement analytique* Cette formule 

est une généralisation de celle de l'art. 6a. 

Déterminons aussi a '^ c par son cosinus et par sa tangente^ 
D'abord la relation 

cos b = cos a cos c + sin a sin c cos S, 

en y mettant pour cos B sa valeiu: i — a sin* 7 B, devient 

cos b = cos (a — c) — a sin a sin c sin* 7 B; 

^ I . sin h 8În C &în b sîn C ., 

puis, a cause de sm 0= • — :— ^ — = ^ . , „ r», on a lexpres- 

sion cherchée 

cos (a — c) = cos 6 + sin a sin 6 sin C tang j5, 
par conséquent 

tane fa — c) = ^^g ^ ^Q^ C— coa g tang b sîn Ctang ^ ^ ^ 

formules nouvelles et qui rentrent évidenunent dans celles de Tart. 
6a , lorsque le triangle sphérique est rectangle. 

73. Les relations (J^) de Fart. 64 procurent de suite une expres- 
sion très simple de sin (a — c) j en effet Ton a, en y changeant j5 en C 
et b en c, et vice versa, 

sinH^+C)=cosi5S5ii^-=^. 
6inn^-C^ = cosi5ÎÎU^Jpî; 

multipliant celles-ci Tune par l'autre et simplifiant , on a 

^ ^ cos* ^B a cos* -j B 

On trouverait aussi par une route toute semblable 
sin(a + c)="'^^'"'^^^':^.?^""^'^^''^^=sinfrgg^^ 

^ ^ sin* i B a sin* \B 

expressions données par M. Delambre {astronomie ^ 1. 1, p. 16a), 
et qui, étant multipliées entre elles, procureraient une autre relation 
remarquable, mais que nous trouverons plus tard par une autre 
voie- 
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Si on rapproche les deux valeurs de sia (a-^c), on aura visi- 
blement 

2lîii±i:4^ilii±=^ == CCS C - ces a sin Ctang i B, 
OU bien 

3 sin J(^4- C) sîni (^— ' C) s= a cos* ^Bcos C — cosa sin Bsin Q 

relation nouvelle entre les trois angles et un côté d'un triangle sphé- 
rique; mais on peut y arriver par une route beaucoup plus directe. 
En efiet, les deux équations 

cos ^ = cos a sin u5 sin C — cos B cos C, 
cos C 5= cos C, 

étant soustraites l'une de l'autre, puis ajoutées ensemble^ donnent^ 
après quelques transformations faciles , 

asini(u4+C)sinj(^ — ^^C)=52Cos45cosC— cosasinJBfsinC, 
3 cos^(^4-Ç) cos X {^ — C) =3 sin* i B cos C+ cosa siiy| sin Cj 

il suit de là que 

Nous ne nous arrêterons pas à faire voir que le triangle supplémen- 
taire donnerait sur-le-champ des relations semblables entre les trois 
côtés et un angle. 

73. On arrive très simplement à diverses relations entre les six 
parties d'un triangle , ainsi qu'il suit. 
En vertu des art 64 et 67 on a 

cos -r^ sin c = cos a sin 6 — cos C sin a cos b, 
cos a sin C = cos -^ sin 5 -f- cos c sin ^ cos B; 

divisant ces deux équations en croix il vient 

cos .^8in^ + cos c8În^co3^ cos a sin C _ 

cos Asiac ""^ cos a sin 6 -— cos Csinacos b ' 

et simplifiant 9 on a 

sin ^ -I- cos c tang A cos B sin C 

sine sin6-*-cos Ctaogacosp' ^ 
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dîyisant au contraire membre par meml)re les mêmes équations, et 

sin c sina 

remarquant que ^-r^ = ^r^, on trouve 



cotA cos a sin i — cos C sin a cos b 
cot a cos -^ sin ^ -|- cos c sin >^ cos iff* 

Si dans la première équation Ton changeait ^ en JS , a en 6, et réci- 
proquement , et qu'on procédât comme il vient d'être dit eu premier 
lieu, on tomberait sur la relation 

cos A tang B + sin A cosc sin C . 



sin c cos b tang a — ain A cos C* 

donnée par M. Delambre. 
Enfin si on multiplie par cos B , les deux membres de Fcquatioa 

cos B sin C= cos ^ sin ^ — sin J5 cos C cos a, 

obtenue à l'art. 67, on aura 

sin C Hin^ B sin C= cos & sin ^ cos B — sin B cos B cos C cos a j 

ou bien 

sîn C — cos b sin A cos B 



sinZ? ' 



sin B sin C — cosjB cos Ccos aj 



transportant cette relation dans le triangle polaire, on aura de 
même 

sîn c —* cos B sîn a cos ft • i • , » ^ ^ 

^.— r = sm £^ sm C + COS b cos c cos u4 ; 

sin b ^ 

mais les premiers membres de ces deux dernières équations sont 
égaux, car 

sîn C — cos J sin y/ cos Jî sin C 



sinZ^ 
sîn c — cos B. sin a cos b 



sin B \ sinC/' 

sin c — cos B. sîn a cos ^ sin c / , -, sin o\ 

et . , = -r~r ( 1 — cos cos B -. — ). 

sm o sinù \ flin c/ 

D'ailleurs 

8\nA sin a sin C sin c ^ 

sin C """ sin c ' sin /? ""^ sin b ^ 

on a donc celte autre relation symétrique erftre les six parties d'un 
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triangle y 

ftin B sin C— cos B cos C cos a == sin 6 sin c + cos b cos c cos -r^; 

celle-ci a été trouvée par Cagnoii par un procédé analytique tout 
différent (voyez sa Trigonométrie, p. 3a6 , a« édition). Cet astro- 
nome en a fait usage dans la recherche des formules d'aberration. 

Formules usuelles pour la résolution des triangles sphériques 

engrènerai, etc. 



74. Le calcul des triangles sphériques ne comprend que six cas 
généraux. 

i« Cas. Étant donnés les trois côtés a, h, c, trouver un des 
angles. 

Par exemple, veut-on l'angle ^, on l'obtiendra par la^formule 



sin iu4 = A^(^-b)-n(s-c) 
* y sm ^ 8in c ' 



dans laquelle s expriiùe la demi-somme des trois côtés , ou par cette 
autre 

, ^ /sin s sin (^ — a) 

COS-Î-^ = 4/ r-A 'y 

■ y sin o sine ' 

qui évite une soustraction. 

Si on voulait calculer directement l'angle^, il Êmdrait résoudre 
l'équation 

^ cos a — cos b cos c 

COS-^=: . , . : 

81U o sine ^ 

mais alors pour n'employer que les logarithmes de lignes trigo - 
nométriques, on supposerait que cos b cos c = cos a, ce qui serait 
permis, puisque l'unité est la plus grande valeur que puisse ac- 
quérir un produit de cosinus : de cette manière on aurait 



a sin 
^ cos a — cos « 

cos^ = 



(«i4-a\ . /* — a\ 



sin b sin c sin b âin c 



Le signe de cos ^ dépend nécessairement de celui de sin (— ~)> et 

remarquez que l'arc subsidiaire a est < ou > 1^ selon que les côtés 
bf c sont de même espèce ou d'espèces diâérentes (art. 63)^ 
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76. a"« Cas. Étant donnés les trois angles Aj B, C^ trouver un 
des côtés. 
On aura le côté a , par exemple , à l'aide de la formule 



mia=:^'' 






on pourrait aussi obtenir j a par son cosinus ou par sa tan- 
gente (art. 68). 

76. 5"*^ Cas. Étant donnés deux côtés a^ b, et Vangle compris Q, 
trouver les autres parties du triangle. 
On aura le troisième côté c par la formule 

cos c = cos a cos & + sin a sin /^ cos Cj 

mais son emploi immédiat exige que Ton fasse usage de la table 
des sinus et de celle des nombres. On remédie à cet inconvénient 
en décomposant en deux facteurs le second membre de la formule ; 
mais cette opération ne peut se faire qu'à l'aide d'un arc auxiliaire. 
Soit donc ^ cet arc^ et de plus Jlf un coefficient indéterminé, en 
sorte qu'on ait 

cos c = Jlf cos {a — (p)\ 

développant cette expression , il vient 

cos c = M cos a cos ^ + itf sin a sin ^ , 
d'ailleurs cos c ss cos a cos b + sin a sin 6 cos C; 

et comme ces deux valeurs doivent être identiques, on a, en les 
égalant terme à terme 

M cos ^ = cos b , 

Jf sin <p = sin b cos C, 

d'où tang ^ = tang b cos C, ilf = ^^^, 

et par suite, 

cos C = COS (a — 0). 

Autrement l'on a 

COS c = cos b [cos a + tang b cos C sin a] , 
et si l'on fait tang icosCsa: tang (p, on aura, conmie ci-dessus, 



^v 
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cos 0= cos b [cos a + tang ^ sio a], 

• C08 b r ^ I • ^ • -^ 

= — [cos a cos 4- sm sin aj, 

cos 6 /- ^\ 

î= — -- cos (a — ^). 

L'arc auxiliaire p représente donc le côté de l'angle droit d'un trian- 
gle sphérique rectangle, dont b est l'hypoténuse et C l'angle obb'que 
adjacent (art. 56); en d'autres termes, c'est le segment adjacent à 
l'angle C, formé par la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle 
^ sur la base a opposée. Lorsque tang ç sera négative, auquel cas 
le segment sera extérieur au triangle, on prendra Ç) négativement, 

et par conséquent l'on aura cos c =— — cos (a + ^); du reste il 

faudra avoir égard aux signes des cosinus. 

77. Si, dans l'expression de cos c, on met pour cos C, sa valeur 
1 — asin* ï C, il viendra d'abord 

cos c = cos (a — 6) — 2sin a sin b sin' 7 C; 

puis si l'on change de même les autres cosinus ^ on trouvera, réduo- 

tion faite , 

sin' î c = sin' j (a -— fc) + sin a sin b sin' ^ C 

• • 1 / i.\ r" I sin asin isin^rCn 

= «'° T (a - 6) [_! + — i;?i-(^^r i 

Soit tang 6 = ,i^T^t-b) Vsin a siâb, 
on aura évidemment 

8in^c = sini(a-J)(i+tang«fl)ï='-iîl-i^); 

solution analogue à celle de l'art. 48 : elle est sur-lout utile lorsque 
le côté c ne peut être déterminé rigoureusement par son cosinus, à 
cause de l'exactitude limitée des Tables de logarithmes. En effet , 
quand c est très petit, son cosinus diffère si peu de l'unité, que le 
logarithme correspondant, qui ne renferme que 7 chiffres décimaux, 
appartient indifféremment à un arc plus grand ou plus petit. On ne 
tomberait pas dans cet inconvénient, si j c était peu différent du qua- 
drant, et qu'il fut donné par son cosinus. 
Pour l'obtenir de cette manière, l'on remarquera qu'à cause de 

cos c= acos* ~ c — 1, et de cos (a — i) = aco5' i (a — i) — 1, 
1. II 
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on a 

cos* ï c=: cos* j{a — i) — sina sin b sîn* i C, 

^ , / IX r sin a sin b sin* i CH 

or, ici l'on peut égaler au quarré d'un sinus la quantité qui suit Punîté 
dans le second membre, parce que le problème n'est possible qu'au- 
tant que le facteur binôme est positif; 

soit donc sin fl = — ^^ — ti Vsin a sin b , 

cos -j (a — 0)^ ' 

on aura ^ cos 70 = cos 7 (a — b) cos fl : 

la seconde racine négative est inadmissible , puisque ^ c < 1^. 
Lorsque a — b est très petit, il vaut mieux, pour l'exactitude de la 
solution numérique, changer cos Cen 2C0S* 7 C — 1 , et l'on voit bien 
pourquoi, d'après une transformation analogue opérée à l'art. 48. 

78. Quant aux angles inconnus ^, S, ils se déduiront tous deux 
des analogies de Népcr, qui donnent 

tangK^-5)=cotiC§i^gj 
car ensuite on a 

^=K-^+JS)+K^-5),etB=i(^+5)— K-^-e). 

On aurait aussi directement 

cot fl sin i — cos Ccos b 



COt^ = 

cot B — 



sin C ' 

cot 6 sin a — cos C cos a 



sin C ' 

et pour réduire, si l'on veut, à un seul terme chacun des seconds 
membres, le premier, par exemple; soit comme ci-dessus (p un 
angle auxiliaire, et M un coefiicient indéterminé, puis supposons 
que 

cot ^ = iJf sin {b — (p)y 
on aura, en développant, 

cot udf = Jf sin & cos ^ — M cos b sin ^; 
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ensuite , en comparant cette yaleur à la précédente , il viendra 

ilfC0S(p = -:-7>. 

sin C 

Jf sin = cot C, 
d'où 

tang ^ =r tang a cos C, et cot A = -^ — sin (ft — ^) ; 

ce qui revient à diviser le triangle proposé en deux triangles rec- 
tangles. 

79- Les angles subsidiaires ont donc pour objet de transformer 
les expressions binômes en un seul terme, afin de les rendre plus 
faciles à évaluer par les logarithmes. On s'en convaincra de nou- 
veau eh résolvant le problème suivant : 

Étant donnés yComme ci-dessus , a, b, C, déterminer directement 
Varc de grand cercle perpendiculaire au côté inconnu c, et com- 
pris entre ce côté et le sommet de l'angle C opposé. 

Soit y cet arc ou la hauteur du triangle, on aura évidemment 

I . ^ sîn a sin b sin C 

sm > = sm 6 sm A = : : 

d'ailleurs, par ce qui précède, 

sin c = \/i — cos* c = v/(i +cosc)(i — cosc) 
= v/[i 4- cos [a — b) — 2 sin a sin h sin* ^ C] 
[i — cos (a — fc) + 2 sin a sin ^sin* ^ C] 
= 2 v/[cos* 7 (a — h) — sin a sin b sin' ^ C] 
[sin* 7 (a — i) + sin a sin Z> sin* { C]. 

Substituant donc celle valeur dans l'expression précédente, on trou- 
vera, après quelques transformations aisées, 

sin a sin b sin C 
sm y = --= 



t/( coa fl sin A — sin a cos b cos ^)* + sin* a sin* 7 

cotiC 



7r cos^K^-^) ^n r sin-i(a>-fe) . n' 

V Lsin a sin i sin* ^C J Li*"i a sin b sin* i C "*" J 

Soit maintenant 

-r — -^T^-TTr» = sec' i/, et -r — ?-V~TV7i = tang' u'i 

mn a sm b sin' ïC ' sin crein b sm* i C o / 



a ^ «•*• *• «*** «^ •"" .a 
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alors l'expression précédente se changera en celle-ci 

sin ^ = cot 2^ cos v! cot \ C. 

La solution qui se présente naturellement est de chercher d'abord 
le côté c par son cosinus et de résoudre ensuite l'équation 

s'in a sin b sin C 

8in y = : . 

^ sin c 

Voyons cependant si , en calculant directement la perpendiculaire 7 
par sa tangente, il n'y aurait pas quelque chose à gagner du côté de 
de la brièveté. 

j^ . . sin* y ain* a sin* b sin* C 

On a tang*> = — = -7-; r-^ — . - ,, . ^^ ; 

o ^ I — sin" y sm* c — sin* a sin* o sin* C ' 

substituant pour sin^c sa valeur 1 —(cos a cos è-f- sin a sin & cos C)% 
puis développant et réduisant, on trouvera 

^ sin* a sin* b sin' C 

o J^ ""• i _ cos* a cos* i> — sin* a sin* 6 — a sin a cos a sin & cos i> cos C ' 

mettant dans le dénominateur, sin* a + cos* a à la place de Tunilé, 
et réduisant encore , on obtiendra facilement 

^ ^^_^ sin* a sin* b sin* C ^ 

D ^ — ^ sin* a cos* ^ •+• cos" a sin* ^ — a sin a cos a sin ^ cos b cos C 

sin* a sin* ^ sin* C 

— - • 

^ sin* (a — ^) •+• 4 ^^^ ^ cos a sin b cos i sin* 5 C 

/* 1* • -^ sin a a sin 2 i sin* {C . . -. 

enfin , faisant H n* (a — />) ^^ S ^ ^° ^^^^ 

. cos I sin a sin b sin C 

solution plus courte que la première. 

80. Il est facile de trouver d'autres expressions de Parc perpen- 
diculaire, lorsqu'on ne s'astreint pas à les rendre uniquement fonc- 
tions de deux côtés et de l'angle compris. Par exempte , si on élève 
au quarré l'équation sin yz=:s\nb sin ^ , et qu'on Ëisse attention 
que sin & sin ^ = sin a sin J3, on aura évidemment 

»in*3^=sinasinisin^sinJB, delà cos*>=i — sin a sin i sin ^ sin ^. 

B'aiUeuri à cause de cos C= sin udf sin B cos c — cos u^i cos 5, on a 

sin ^sinB^ cosCjh cos^^cos£ 

cos Ç ' 



\ 
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et par suite, 

cos c -*• sin a sin b cos C— sin a sin 6 cos ^ cos ^ 



cos*> 



cos c 

cos a cos 6 —sin a si n & cos ji cos ^ ^ 

cos c ' 



expression due à M. Delambre, et qui renferme trois côtés et deux 
angles. On peut aussi rendre sin y fonction des trois côtés seule- 
ment, en mettant dans l'équation sin yzzzisin bsiu ^^^ pour sin ji 
sa valeur donnée à l'art. 55. 

Mais aucune de nos solutions n'indique si la perpendiculaire y 
est plus petite ou plus grande qu'un quadrant. Pour lever le doute , 
il faudrait connaître les angles^ et iS; car s'ils sont de même espèce, 
la perpendiculaire tombera dans le triangle, et sera aussi de l'espèce 
de ces angles (art. 63). 

8i. Nous avons vu plus haut que la 3» équation (a) art. 54 prend 
cette forme 

sin' 7 c = sin* T (û — i) 4- sin a sin b sin' ^ C, 
son analogue (s), art. 67 , devient, par le même procédé, 
sin» ^ C = cos' ^ (^ + S) + sin ^ sin B sin' ^ c ; 
or, si on élimine sin' { C entre ces deux résultats, on obtiendra 

^:„. 1 ^ sin^ j (g— &) + sin Qsin b cos » { (A + B") 

1 — sm a sin (7 sin ^ sin ^ 

Par une marche parfaitement semblable on trouverait 

cos' i c = cos' 7 (a + fc) 4- sin a sin b cos' i C, 
cos' î C= sin' j{^ — S) 4- sin -*^ sinB cos' j c, 

par suite 

^ , cos* ^ (g + &) + sin g sin b sin* ^ (^ — B) , 

* 1 — singsin^sin^ sin>ff 

et enfin 

- .j^ »^P* i (g — ^) + gin a sîn ft cos* {(J+B) 

wn^ • ^ — cos* i(a + 6) + 8ing8m6sin*iC^ — ^/ 

C'est une des relations curieuses trouvées par M. Delambre 
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{Astronomie, tome I, page aoi). Il en existe une toute pareille 
entre les trois angles et deux côtés, et cela est une suite natu- 
relle de la propriété du triangle polaire. Mais en yeut-on une diffé- 
rente composée de ces mêmes quantités, il n'y a qu'à multiplier 
Tune par l'autre les deux équations suivantes : 

. ^ cos aûnb — sîn a cos b cos C sin (a-f-i) sîn" \C — sin {a — i) cos" f C 

âin a sin C sin a sin C ' 

yj cos è sin a — sin b cos a cos C sin (a+ô) sin* 7 C+sin (a — b) cos* ~ C 

Sin £1 sin C sm o sm C 

obtenues à l'art. 65, et l'on a ura 

cot AcotB = ^'"' ^° + *> -'"^^ ^-""'5r '^ '"' • ""» 

bia a sin b sin* C 

ou autrement, à cause de sin* C= 4 sin' i Ccos* ^ C, il viendra 

4 sin a sin i cot -^ cot 5= sin* (a + i) tang' { C — sin* (a — 6) col* 7 C; 

relation qui nous paraît nouvelle et assez remarquable. 

Si, au contraire, on ajoute les valeurs de sin a cot^et sin b cotZ?, 
on aura de suite 

sin b cotB-h sin a cot ^ = sin (a + b) tang ^ C, 
pareillement sin b cotB — sin a cot -^ = sin (a — b) cot 7 C; 

enfin multipliant, ensuite divisant ces deux résultats l'un par l'autre, 
il viendra 

s 

sin* b col* B — sin* a col* ^ = sin (a + b) sin (a — b)y 

sin b cot B + s\na cot -^ sin (a + 6) m i n 

sin 6 cot ^ — sin a cot A sin (a — bj ^ * 

Toutes ces relations fort simples pourraient servir, dans un calcul 
trigonométrique, à réduire en un seul terme des quantités com- 
plexes. 

82. Avant de quitter cette digression sur les recherches de ce 
genre , nous ferons encore remarquer que les deux équations fon- 
damentales 

sin b sîn c cos ^ = cos a — cos b cos c, 

sîn A sin a 



bin B binb * 



LIVRE DEUXIÈME- ^ 87 

étant divisées Tune par Fautre , donnent tout d'abord cette autre 
relation connue^ 

cot ^ sin B == -: : . 

sin a sin c 

On pourrait, par de iseniblables artifices de calcul, trouver beau- 
coup d'autres relations trigonométriques , mais qui seraient plu» 
curieuses qu'utiles. 

85. 4« Cas. Etant donnés deux angles AyB et le côté c compris, 
résoudre le triangle. 

La solution relative à ce cas est toute pareille à la précédente; ainsi 
on aura les deux côtés a, h par les formules de Néper, savoir : 

•tang Ha + ô) = tang 1 c ^-^!|^^. 
tang Ha - 1) = tang i c ;-giH^, 
gu par celles-ci; 

cota= r^ = cos(J5— ^);tane0=— --; 

. 1 cot^sin^+coây^cosc cos c f j ^i\ ^ I cot B 

cot b = r^ = 7 cos (A — (p'); tang 0'= . 

Ayant déterminé a et J , on trouvera sin C par l'équation ' 

sin C== ^'° ^ ^^" — , ou directement par la formule 

sin a ^ * 

COS c = cos c sin ^ sin JB — cos A cos 5; 
ou bien soit tang (p = — — , on aura 

eus c 

^ cos B . f ^ 'y. 

COS c = -T — sm LA — ^). 

sin 9 ^ ^ ' 

Pour trouver l'expression du sinus ou de la tangente de l'arc 
perpendiculaire au côté c en fonction des données actuelles, pro- 
cédez comme dans le cas précédent, ou, ce qui est plus simple, 
transférez au triangle polaire les résultats ci-dessus (art. 79). 

84. 5* Cas. Etant donnés deux côtés a, h et l'angle A opposé 
au premier côté , trouver le troisième côté c et les deux autres 
angles B , C. 

L'angle inconnu B s'obtiendra par la formule sin B = ^^" . "" ; et 
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pour trouver Pangle C, on aura à résoudre l'équation 

cot A sin C+ cos Ccos 6=ac cot a sin 6, 

qui monterait au second degré si l'on y mettait pour cos Csa valeur 

\/\ — sin* C, et qui fournirait par conséquent deux racines. Ainsi le 
problème proposé est susceptible de deux solutions. Mais au lieu 
de suivre cette voie, il est plus simple d'introduire dans le premier 
membre de l'équation un angle auxiliaire <p , tel qu'on ait 

M sin (C+ ^) = cot a sin b. 

Pour déterminer cet angle ainsi que le coefficient itf, développons 
et comparons terme à terme les deux membres de ces équations , 
il viendra 

Jf cos^ = cot-^, 

j?lf sin ^ = cos b. 
Delà 

tang ç) = tang ^ cos & et sin (C+ ?) = '^^^-^ • 

ici 1^ — <p est l'angle au sommet C du triangle formé par le côté b 
el la perpendiculaire abaissée sur la base c (art. 6i ). 

Lorsqu'on substitue pour cos 6 sa valeur déduite de la seconde 
relation (s), on a 

^ cos B 4- cos A cos C 

tang ^ = -~r-^-7^ • 

° ^ cos A «m C 

on a en outre 

. ^___ sin C 

o ^ cot a tang b — cos (? 

Le troisième côté c sera donné par l'équation sin c = ^'° ^ ^'^ — j 
ou bien en n'employant que les données primitives, par la formule 

cos b cos c -4- cos A sin 6 sin c = cos a, 

qu'on transformera en celle-ci 



cos (c — ç) 



cos a cos^ 
cos b 



àl'aide d'un arc subsidiaire <p donné par l'équation tang^=:cos^tang b. 
Cet arc, qui est le segment adjacent à l'angle A y et qui se trouve 
formé par la perpendiculaire abaissée de l'angle Csur le côté opposé, 
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peut s'eicprîmer analjtiquemeat de plusieurs manières d ficrentes p 
selon les données du problème^ par exeoiple^ si les trois côtés sont 
connus y on aura 

. _ - 1 ^ cos a — C03 b C05 c 

tang (p ==: tang b cos ^= j--, .; 

COa U 8111 C 

Si deux côtés et l'angle compris sont donnés , on aura 

s\n b cos A cos a sin r — sin a cos c cos B 

tang e = 7 — = ï — : r 5; 

^ ^ cos o cos a cos c -^ sin « sin c cos iff 

c'est ce qu'il est aisé de voir. Il n*c&t pas plus cifficile de recon- 
naître que 

- sin c cos A ^___ s'n c cot A sin B 

^ ^ cot ^ sin ^ -f- cos c cos A """ tang A cot ^ -f- cos c coséc acos b'^ 

Le même segment pourrait aussi s'exprimer en fonction des trois 
angles. 

85. 6* Cas. Étant donnés Jeux angles Ket^ avec le côté a 
opposé au premier, trouver les deux autres côtés h, c et le troi- 
sième angle C. / 

La solution de ce problème se déduit de la précédente par la 
propriété d'un triangle polaire; ainsi on aura le côté b par l'équation 

sin 6 = — .^^^ , et le côté c par la formule 

sin -ri ' * 

cot a sin C — cos B cos c = cot ^ sin B^ 
de laquelle on tirera 

. / ^N tang B sin o 

sm(c-<p) = -4-^-f, 

en y introduisant un angle auxiliaire ^ donné par Téquatiom 

tang ^ = cos B tang a. 

Enfin l'on trouvera l'angle C au moyen de l'équation 

cos a sin JB sin C — cos B cos C= cos J/; 

mais pour abréger le calcul, on fera tang ^ = ^ — , et Ton aura 



//-i ^\ cos/^sin^ 



cos^ 
I. IS 



90 TRAITÉ DE GÉODÉSIE. 

Ce problème est, comme le précédent, susceptible de deux solu- 
tions (art. 60). Voyez la Trigonométrie de M. Legendre, pour 
savoîrdîstingucrdans ces deux cas si parmi des valeurs particulières 
des quantités données, il existe deux triangles qui satisfont à la 
question, ou seulement un seul. Ici nous supposons les cas les plus 

généraux. 

• 

86. Si l'on connaissait deux angles^, B, ainsi que les deux côtés 
opposés a, 6, et qu'on voulût déterminer immédiatement le troi- 
sième angle C, on pourrait transformer la relation 

sm (a — />) = -^^^ , 

démontrée à Part. 72 , en cette autre, 

sin(a-.fc) = 5^^tangiCsiniC>'+5)sinK-^-B), 

qu'on obtient en multipliant le second membre de la première , haut 
et bas, par sin C; et de là on aurait 

tane i C sin A sin {a — b) 

wiig . ^ — îwin a sîn i (y^ -+. J5) sin \ {A— By 

isans ambiguïté. 

U résulterait en outre de Tarticle cité, 

cot 1 c sin A 8În (g + b) 

* asin a coai (^ + i5) cos i {A — B)" 

Si on voulait l'angle Cpar son cosinus, il faudrait de l'équation 

cos C= cos c sin ^ sin J3 — cos ^ cos B 

éliminer cos c = cos a cos & + sin a sin h cos C, et l'on aurait, mais 
d'une manière beaucoup moins commode pour les logarithmes, 

^ C08 a cos b sin ^ sin ^ — - cos A cos B 

cos c = r ^-,— ; . . . 

1 — sm a sm 6 Sin uf sm B 

Lorsqu'on multiplie entre elles les valeurs ci-dessus de tang { C 
et cot ï C, on a de suite la relation 

sin* a sin (a+ b) «în (a — i) 
êu?Â ^ Jin(^+^)sinC^ — i^)' 
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que Ton peut vérifier ainsi qu'il suit : 

En général, sin* a — sin* b = sin (a + h) sîn (a — h) ] . /g. 

8in»^ — sin^5 = sin {^+B) sin (-^— fl) j ' 

. . sm fl^^i — -^ T^) _ 3;^ (g + ft) 5in (g — &) 



• sin & sîn B m 

mais -: — = -: — 5: donc, etc. 

sin a sin uf ' ' 

Dans les applications numériques, il faudra, pour éviter les solu- 
tions inutiles ou fausses, avoir égard aux signes des lignes trigono- 
métriques (art. 46), et se rappeler les trois règles suivantes: 

1*. Tout angle ou tout côté d'un triangle sphérique doit être plus 
petit que deux quadrans; 

a*. Les plus grands angles sont opposés aux plus grands côtés, et 
réciproquement; 

3^ Enfin, un angle ou un côté d'un triangle sphérique ne peut 
être négatif. 

De quelques propriétés remarquables du triangle sphérique, et 
notamment de diverses expressions de sa surface. 

87. Il existe une propriété du triangle sphérique de laquelle on 
déduit immédiatement une relation entre les trois angles et deux 
côtés. Cette propriété est que si on divise en deux parties égales, 
par des arcs de grand cercle, chacun des angles d^un triangle 
sphérique, ces arcs se couperont au même point. 

Supposons que les aires ^a , Çc (fig. i5), divisent en deux parties 
égales les angles ^ , C, et se coupent au point i?; il s'agit de prouver 
que l'arc de grand cercle BRb divisera aussi en deux parties égales 
l'angle B. 

Or, les deux triangles CjiR^RACj donnent 

sin AC ^^^ sin CR 

sin/l ""^ s'mi A* 
sin Ac sin cR 

sin H sin ; ^' 

divisant ces deux équations Tune par l'autre, on a 
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sîn j4C sin CR 
sin ^c "" sin cR^ 

ainsi, quand un arc tel que ^R divise également un angle d'un 
triangle sphérique , les sinus des segmens du côté opposé sont entre 
eux comme les sinus des côtés adjacens. 

Le triangle ^CB^ dans lequel Ce partage en deux parties égale* 
l'angle C, donne par conséquent 

sinAC ' %\nCB 

^^m^^^^m^^^^ •■■■■1 ^—^^^^^-^^ • 

sin Ac "^ sin cB ' 

de ces deux rapports égaux il suit que 

«in CR sin CB 
sin cR *** sin cB^ 

donc l'arc BR divise également l'angle B. Donc, etc. 

Maintenant il résulte de l'art. 70 et de l'hypothèse ci-dessus, que 
les deux triangles B^Ry CBR donnent respectivement 



COtSTÎ = coti^sîni^ COtCCOS^S, 

sm c . » / 

cot BR = — ^-T — h cot a cos î Sj 



sin a 



on a donc la relation cherchée en égalant ces deux valeurs, et en 
réduisant, savoir : 

sin (a — c) = (cot i Csin c — • cot 7 -^ sin a) tang i B-, 

c'est à quoi l'on parviendrait encore par quelques artifices de calcul 
appliqués à la valeur de sin (a -— c), donnée à l'art. 71^. 

Si l'on fait attention qu'à cause de ^?^ c= ^î^, l'on a 

^ BViA sinC 

. ^ sîa c cos A • . ^ sin a cos C 

smacot ^ = —7-7^-, smccotCss — . " , . 

sin € ' 8in ^ v 

et par soustraction 

sin c cot C — sin a cot^^=i ^^ (cos C— cos ^) ; 

alors en mettant pour cos C et cos ^ leurs valeurs acos* | C — i 
et 2C0S* ^ ^ — X, il viendra 
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sin c cot C— sîn a cot -*^ = ^^ (cos* { C— cos* | ydf) 

sin c.cos*î C 8În a.cos' j A 
• """ sin 5 Ceps ï C sin ^ yjf cos J ^ 

sssinccot^C— sinacotï-^. 
Par conséquent Ton a aussi 

sin (a'-^c);^=z (cot Csin c — cot ^ sin a) tang 7 B. 

88. Si du point II de concours des arcs qui divisent également 
chacun des angles ^, By C, on abaisse des perpendiculaires sur les 
côtés opposés, ces perpendiculaires seront nécessairement égales 
comme dans le triangle rectiligne, et elles partageront aussi les trois 
côtés en six segmens égaux entre eux deux à deux. Par exemple, 
les segmens adjacens à l'angle ^ auront chacun pour valeur le 
demi-périmètre s du triangle, moins le côté opposé à cet ande. 
Ainsi, par la propriété du triangle sphérique rectangle. Tune aes 
perpendiculaires dont il s'agit étant désignée par y^ on aura (art. 60), 

tang y = tang ^^ sin (s — a) 
= tang ï 5 sin (5 — b) 
= tang 7 C sin (5 — c) j 

de là cette nouvelle relation, signalée par M Molweide, savoir : 

tang 7^ '"^sinCj — a)* 

(Voyez la Connaissance des Tems^ pour l'année 1820, pag. 346.) 

Il est évident que la distance a du point R à l'angle A sera don- 
née par la formule 

tang (j— a) 

tang OL = — X j ^ 
o cos £ A 

Quand on est parvenu à des formules nouvelles, il est utile de les 
vérifier par des exemples numériques : on pourra , pour cet effet , 
employer le triangle d'épreuve, dont M- Delambre a calculé toutes 
les parties [Astron.^ tom. I, pag. 227). 

Il est remarquable que si les arcs ^a, JBfc, Ce étaient chacun per- 
pendiculaii'es aux côtés a, &, c, ils se couperaient pareillement en 
un même point -R. Celte autre propriété n'est pas plus difficile à 

démontrer que la précédente , et eUe résulte de ce que les cosinuS' 
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des deux segmens de la base, formés par la perpendiculaire, sont 

proportionnels aux cosinus des côtés adjacens. 

8g. Occupons - nous maintenant* de la recherche de Paire d'un 
triangle sphérique , en fonction de trois des six parties dont il est 
composé. Or, on sait que l'aire d'un tel triangle a pour mesure l'excès 
de ses trois angles sur deux angles droits , c'est-à-dire qu'elle est égale 
à autant de triangles tri-rectangles, ou de huitièmes de la sur&ce de 
la sphère, qu'il existe d'angles droits dans l'excès dont il s'agit (Géc^- 
met. de M. Legendre , liv. VII , prop. a3). Soit , d'après cela , 2 l'aire 
cherchée, i^ le quadrant pris pour unité de mesure des angles , 
et ^, Bj Clés trois angles d'un triangle sphérique; on aura 

2 = ^ + 5+ C—a^ (i). 

Mais p désignant le rayon de la sphère à laquelle le triangle appar- 
tient, et ic la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon est pris 
pour unité, on a pour l'expression de l'aire de cette sphère, 4^/% 
et pour celle TA\x triangle proposé , évaluée en mesures quarrées, 

formule dans laquelle le facteur 2 doit être un nombre abstrait. 
Par exemple, siZ était donné en degrés, il faudrait remplacer ce 

facteur par —, parce qu'alors i^ = go*. 

On peut avoir 2 sous différentes formes. D'abord il est évident 
que 

sm-^ = ^m{ç^^ i<^^=:_cos(^-f--H-J; 

développant le second membre, il vient 

sm -=~cos(--^)cos-+sm(-:t^ 

ct^substituant pour sin ^ — ^—) et cos (' ■-) leurs valeurs en 
fonction de a, i, c, C (art. 64) , on trouve 

sin j = -'°4~^^[cosK«---*) — cosKû^ + fc)] 

asÎD ^ a ain jb s\n\C cos \ C sin ; n ain ^ & gi n C ^çr% ^ 

coiyc "^ coaic ^ ^^ 
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cjnfin remplaçant sîn ^ C et cos j C par leurs valeurs (y) données à 
Fart. 64 , et faisant 2^ = a + ô + c, pour abréger, on a 



. X i/sia s sin (^ — £7) sin (s — b) sin (5 — c) ,,x 

sm - = -2^ ■ ^ , — ' — rr r — • (^j. 

Cherchons en outre l'expression de cos - ; on a d'abord 

X /A+B+C q\ . /A + b , c\ 
cos - = cos (-^î:-^ i<^^=:sin(-f- + -) 

. /A+B\ C , /A+B\ . C 

s= sm ("— 7— )cos- 4- cos ( — ~-J sin -. 

Substituant comme ci-dessus pour ^U[r-~— ) et cos (——-fleurs 
valeurs, il vient 

^_ s cos i (a— 6) ces' j C+cos j (g+fe) sin* j C 

COS — ss; , - . _ . 

a cos^c 

cosl(a— fe)r+[co9i(a + ft)— C08i^(a— ft)]8in'|C 

cos^c 
cos-^ (a — b) — asin josm^b sin* ^ C 



cos^c 



cos^flc os^& + 8inîrqsinit (1 — asin* { C) 

"" COSyC ' 

OU bien, à cause de cos C= i — asin* \ C, 

s cos>acos|£-4"^^"¥^^^^ *^^^^^ ^c\ 

cos — •— • I - ' (0 ]• 



A COS i C 



Cette formule, ou celle (5), fera connaître Taire d'un triangle sphé- 
rîque, axi moyen de trois côtés et d'un angle. Pour en avoir une 
qui ne dépende que de deux côtés et de l'angle compris, on divisera 
l'une par l'autre (5) et (5); en effet, on aura sur-le-champ 

f 1^ sinyasin ^ft sinC tangyatangyft sinC ^^.^ 

^* cos ^acos^64-8in^asin^6cosC*""i +^«^gi^^^^gî^ cosO ^ ^* 

expression encore toute rationnelle. 
La valeur précédente de cos - peut se mettre sous une autre 

forme , ainsi qu'il suit. 
De ce que 

^^e • •« cosKfi' — *) asiniismiftsin* JC 

COS^C COS7C ' 



96 TRAITÉ DE GÉODÉSIE. 

îl en résulte, lorsqu'on éliniîne sin* ^ C, que Ton a 

1 -• cos T (a — 6) sîn (s — n) sîn (5 — b) 

mais sin {s — à) sin (^ — 6) = J [cos {b — à) — cos c]; ainsi 

, ^ flcos i a c os i b cos j (a — b) — i cos (a — i)+ J^ cos c ^ 

COS -r 2r — — —————————— , , , , J 

■ acos i a cos l b cos Je ' 

et comme cos (a — ft) = acos* ^ (a — ft) — i , le numérateur du se- 
cond membre de cette équation devient 

[cos \ (a-'b) + cbs 7 {a+b^'jûûs j (a — b) — cos» ^ (a— ft) + i cosc+l, 

et se réduit à 

1 / I L\ t / r\ • 1 11 cos a + cos b 4- cos c + i 

cos|(a+J)coSï(a — J)-|-7Cosc+ï= -?- -^ } 

on a donc celte formule remarquable, . 



- _, cos a 4- cos b + cos c + i 

COS -j 2 = — —-i ~ r?— 

* 4COS î a cos 5 6 coa i c 



cos* J a -A cos* î 6 4- cos* J- c — i ^ % 

""^ acos i a cos 7 ^ cos Je ^ ' '* 

Cherchons maintenant, à l'exemple de M. Legendre (Géométrie, 

note X), l'expression du rap^iort '"^ ^^ . Premièrement, par ce 
qui précède, 

1 — cos i z . , _^ 
— . ,■■ ' ■- = tanc i 2 

1 — cos* 7a — cos^^i — cos*ir4-2co8 Jacos jftcos Je 
\/ sin s sin (j — à) sin (s — b) sin (j — c) 

second lieu , le numérateur de cette expression étant le dévelop-. 
pcmcnt de la quantité 

(i — cos* j a) (1 — cos* i 6) — (cos x a cos ^ 6 — cos | c)*, 

il s'ensuit qu'il peut être remplacé par le produit 

{(sin '- a sin ^ &+ cos ^ a cos ^ b — cos j c) ) 
(sin^asinjè— .cos|acos^6-i-coSï c) J* 



en 
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ou par cette autre, 

[cos i(a — ft) — cos ^ c] [cos 7 c — cos 7 (a + b)] 
=4sin i ^sin(— ) sin (i=^^ sia (—)• 

Mais en général, 



sin y X / sin* j x t ^ 

V^% ~ V a3ini^co8 ix " Vr tang ^ X î 

ainsi, on a définitivement la formule suivante, due à M. Lhuilier 
de Genève : . 

taDgi2= ^tangîtaDg(i^)tang(i=i)tang(i=^)] (8). 

Toutes les relations précédentes sont connues; mais la route qui 
nous y a conduit nous parait nouvelle et directe , et c'est ce qui 
nous a engagé à les reproduire ici. 

90. Avant de terminer cette matière, appliquons d'abord la 
formule (6) à la recherche du maximum d'aire d'un triangle sphé- 
riqiie dont deux côtés sont constans. Dans ce but, égalons à zéro la 
différentielle du second membre de cette formule , afin de caracté- 
riser ce mxiximum; il viendra sur-le-champ 

G = 1 -f- cot 7 a cot V i cos C, 
ou bien 

o = sin 7 a sin 7 & + cos 7 a cos 7 h cos C. 

Or , en mettant successivement pour cos C ses deux valeurs, 

1 — ' asin* 7 C et acos* \C — 1 , on a 

acos ^ a cos 7 6 sin* 7 C= cos 7 (a — J), 
acos 7 a cos 7 h cos* ^C=: cos 7 (a + 6). 

Et, divisant ces deux relations l'une par l'autre, il vient 

Mais par une formule de Néper, 

tang 1^ (^ + 5) = ï^ '^r^'^Fy 
I. i5 
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ainsi définitivemciit 

tangiC=rtangf(^4-i5),etC = ^ + JB. 

Il résulte de là que de toits les triangles sphériques formés avec 
deux côtés donnés et un troisième à volonté ^ le plus grand est 
celui dans lequel V angle compris parles deux côtés donnés j est^ 
égal à la somme des deux autres angles. 

On trouvera au livre VII de la Géométrie de M. Legendre, une 
autre démonstration de ce théorème. 

La formule (4), qui donne l'aire d'un triangle en fonction des trois 
côtés, procure une expression ti'ès simple du rayon du petit cercle 
inscrit. En eflet, y dénotant ce rayon, Ton a, par Fart 88, 

tang y = tang x -^ sin (^ — *• a); 
partant, 

tang^j. = tangi -^ tangi^ tang ^ Csin {s — a) sin {s — h)s\n (s — c). 

Substituant pour tang { A^ tang \ S, tang 7 C leurs valeurs (art. 64), 
il vient, réduction faite, et après avoir extrait la racine cubique, 



tang y = ^ — ^ ^ '- — ^^ •"', 

et enfin, à cause de la formule (4), 

î>.*in î 2 cos i a cos î fc co5 \ c 

tang y c= -. ^ j 

expression qui rentre nécessairement dans celle relative au triangle 
rectlligne, lorsque les côtés du triangle sphérique sont infiniment 
petits. 

Les auteurs de Traités de Trigonométrie aphérique à l'usage de 
l'Astronomie, donnent ordinairement une collection de formules 
différentielles trigonométriques , et même de formules aux diflfe- 
reiices finies : nous en démontrerons quelques-unes à mesure que le 
besoin s'en fera sentir; mais on pourra consulter, pour plus de détails, 
le 1" volume de l'Astronomie de M. Delambre, ou la Trigono- 
métrie de Cagnoli, a* édition, traduite de l'italien par M. Chompré. 

Voyons maintenant la résolution des triangles, par la voie des 
séries. 
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CHAPITRE III. 

Résolution par les séries, de divers cas particuliers de la 

Trigonométrie. 

91. XJA résolution des triangles par les formules que nous avons 
données dans les deux chapitres précédens, a tout le degré de géné- 
ralité que Ton peut désirer; mais il arrive quelquefois dans la pratique, 
que Terreur des Tables de logarithmes influe sensiblement sur les 
valeurs auxquelles conduisent les solutions «générales : par exemple, 
lorsqu'un angle est donné par son sinus, il ne peut être déterminé 
rigoureusement à l'aide des tables ordinaires à sept décimales, lors- 
qu'il diflere très peu de l'angle droit.Pour obvier à cet inconvénient, 
nous analyserons quelques-uns des cas particuliers dont les solulionS| 
quoiqu'approximatives, ont cependant l'avantage de procurer des 
résultats numériques plus exacts et plus indépendans de l'erreur 
dont il s'agit. 

Nous emploierons les relations suivantes, qui sont assez connues 
pour que nous soyons dispensé d'en rappeler les démonstrations. 



sm x = x 



+ — 



1.3.3 * 1.3.3.4*5 

X* , x^ 

COS JC = X-— — - -h — r-7?-? — .. 



• • • 



1.2i ' 1.2. 3. 4 

tangx=*+ ^ H- -^ +... , 
X =tang5C — -1 tang* x+\ tang^ x — j tang' x +. . . , 



log(i±x) = dbx-|'±^-^± 



• • • 



COS x=cos jc, s'm jc=sin x, 

acos*jc=cos 2JC+1, asin*jc= — cosax+i , 

4cos'x=cos3x+3cosx, 4sin^x= — sinSjc-f-Ssinx, 

8cos*x=cos4x-|-^cos2X+5, 8sin*jc=:cos4x — 4cos 3X+3. 
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Nous aurons aussi occasion de conyertlr en parties du quadrant, 
ou en grades, un arc donné en parties du rayon pris pour unité. Cette 
opération est fondée sur la considération suivante : 

Si l'on suppose que le rayon soit développé sur la circonférence, 
il comprendra un nombre de parties du quadrant, que Ton obtiendra 
à l'aide de la proportion 

^:i::a^:JR=— ; 

TT désignant la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon = i , 
Q le quadrant, et JR un arc égal au rayon. 

Dans la pratique , i^ dépend du système de division que Ton 

adopte; ainsi, dans l'hypothèse que i^ = loo grades ou degrés 
décimaux, le rayon sera exprimé en centigrades ou minutes centé- 
simales, par 

dont le logarithme = 3.80588012297; à cause de7r= 5,i4i592, et 

de 2^ = 2oooo\ 

De mcme le rayon sera exprimé en décimilligrades ou secondes 
cenlébimales, par 

JC = £222222 = 6366i9',77237, 

dont le logarithme est 5.8o588oi. Nous employons l'accent grave 
pour désigner les minutes et secondes de degré décimal, afin qu'on 
ne puisse pas les confondre avec les minutes et secondes de degré 
sexagésimal. 

Ainsi, un arc quelconque, donné en parties du rayon considéré 
comme unité, sera exprimé en secondes, par exemple, en le mul- 
tipliant par jR!''y et un arc donné en secondes sera converti en parties 
du rayon , en le divisant par JR!'. 

Si on employait l'ancienne division du cercle , on aurait 

iî"= 206264 ,8, 
et logjR"=5.3i442Ôi. 

Il est remarquable que -R"=^-i-7, du moins à très peu prés. 
Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que le sinus de 1'', vu 
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sa petitesse, pouyant être pris pour Tare même, on a sensiblement 

:r-—T, = Ti'y mais — —^ = JR" exactement; donc 

•in 1 arc i ' arc i ' 



sin 1 



Nous ferons, par la suite, usage de l'une et de l'autre expressions 
du rayon réduit en secondes. 

Résolution d^un triangle rectiligne dont deux côtés sont donnés 

avec V angle compris; 

1^ En supposant cet angle très obtus; 

2*. En supposant qu^ un des côtés donnés soittrès petit à regard 
de Vautre. 

92. Soient a, ftles côtés connus, et C= a^ — fl l'angle compris, ô 
étant très petit. 

La formule (^) de l'art. 47 donnera , en conservant la notation 

qui y est indiquée , et en faisant attention que le cosinus de C est 

négatif, 

c* = a* + fc* + 2ab cos 8; 

mais l'angle Q est si petit par hypothèse, que les tables des sinus 
qui ne renferment les logarithmes qu'avec sept décimales , ne don* 
neraient pas le log cos Q avec assez de précision^ ainsi l'évaluation 
du terme 2ab cos S ne serait pas assez exacte : à la vérité on pour- 
rait, dans ce cas, recourir à la formule de l'art. 48 mais il vaut 
encore mieux procéder ainsi qu'il suit. 
D'abord , d'après l'art, précédent , 

cos fl=:l — -; 
ainsi 

c' = a»+i*+aa6(i — ^) = (« + &)• — aM*; 

donc si Ton prend la racine quarrée en se bornant aux termes de 
l'ordre fl% on aura 

c=(a + i)-i^ (X). 
Il est remarquable que, dans cette formule très simple, est 
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introduit comme un arc donné en parties du rayon; mais dans la 
pratique, cet arc est donné en minutes ou secondes; et comme îl 
doit être employé dans la première hypothèse , il faudra diviser fl par 
jR' ou iî"j on aura donc en général 



c = (a + t)-i.jf-,(^)'. 



Mamtenant, de lequation -^—p, = - , ou —-7 = - on tire, en sub- 

' * aux C c ^ sijj ê c ' 

sliluant la valeur de c et celle de sin 8 = 6 :? , 

si„^=:rio9=a(8-'j)c-=a(9-D(j4^ + i.j^,)i 

OU bien 

• V o# / , ab — a^ — b* ê*\ . v 

^"^^ = 7+60+ (a + &)' -ë) (^> 

Mais Tangle Cétant très obtus, l'angle^ sera fort aigu; ainsi le sinus 
de celui-ci pourrait être pris pour son arc, et vice versa. Mais d'ail- 

A^ sin' A 

leurs on a sin^=^ — -g-; donc -^ = sin ^ H — -g—. Substituant 

pour sin A et sin u4^ leurs valeurs déduites de l'équation (2), on 
aura plus exactement, en se bornant toujours aux termes de Tordre 6', 

Il faut, dans cette formule, comme dans la valeur précédente de c, 

' et pour la même raison , écrire ^ au lieu de fl : mais la valeur actuelle 

de A serait donnée en parties du rayon; donc, pour l'avoir en 
minutes ou en secondes , il faudra la multiplier par R , ce qui 
revient à 

95. Supposons maintenant que h soit beaucoup plus petit que a, 
et qu'on veuille l'angle B en série; on développera d'abord la for- 
mule 

a sîn {B + C) 

b 6iu Z^ » 
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qui deviendra 

a sîn B == ô (sin J5 cos C+ cos B siû C), 
et de laquelle oa tirera 

sîn B ^___ b sin C 

cosB """ a — A cos C 

Mais en général 

^ ^'^* = — 17^ — ,co8x= :^ , 

e étant la base des logarithmes népériens, ou le nombre dont le 
logarithme hyperbolique est = i j par conséquent l'équation précé- 
dente deviendra 

Celle-ci peut être mise sous une forme plus simple et plus symé- 
trique ; car en divisant le premier membre haut et bas par e""^*^~', 
on aura pour quotient 

et le second membre pourra s'écrire ainsi : 

-7= — ^^ 7=r, ou plus Simplement tt-^. 

L'équation (3) est donc de la forme 

•— 1 fi—y . 

or, si dans cette dernière on chasse les dénominateurs, et que Ton 
réduise, on trouvera 

y' 

et si on remplace a^ j3, y par les valeurs que ces lettres repré- 
sentent, on aura 



— > 



a_ieCK~« /> ,_*e^»^-' 



a 
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ou prenant le logarithme népérien de chaque membre, 

aBy/— î = log -y — log D. 
Maintenant, développant le second membre d'après la formule 
connue, log (i — x) = — - — — — g — etc., on aura 





1 


a 


-V-ï 


+ 


o- ICI 

— : ^ 

aa* 


^-' + 


5a^ 


e3« 


^l' 


*J*« • • 






b _ 

e 

a 


• cV' 


-I 


• 6 

aa* 


-^Cl/^ 


— 


Sa» 


e' 


-3 Cl/-. __ 



•••» 



puis divisant tout par a V — i > ^t réduisant au moyen de la for- 
mule 



e 



m 



Cl/-i_p— w6i/— 1 



sin. TnC, 



aV/— i 

on aura enfin pour la valeur de l'angle B, exprimée en parties du 
rayon , 

5=-sin C-|--^sinaC+-|^sin3C+ 

Cette série élégante , à laquelle M. Delambre ejt parvenu le pre- 
mier, est évidemment d'autant plus convergente, que b est plus 
petit à l'égard de a : elle donnera B en secondes en multipliant tous 
ses termes par iî". 

Il suit de là que si onavailà résoudre l'équation tang x = T ""pg q * 
et que /a fut une très petite fraction, comme ci-dessus, on aurait 

x = )Kt8in C — --sin aC+^-sin 3C — 

'^ a 3 

Pour avoir le logarithme du côté c par une série qui procède sui- 
vant les cosinus des multiples de l'angle opposé, mettons au lieu 

de cos C sa valeur ; on aura 

a ' 

et par conséquent 
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Prenant le logarithme de chaque membre ^ et réduisant en série, 
il vient 

alogc=3loga — -e ^ —^ « ^^ — 3^ c «^ .... 

a aa' oa^ ' 






puis simplifiant à Taide de la formule cos mC= - 

réduisant et changeant les logarithmes népériens en logarithmes 

vulgaires, on a 

h &* V^ 

logc = loga — ikf-cosC — Jf — cos aC — ^-^^ ^^^ 3C — ...• 

M désignant le module 0,4342945. Cette série très remarquable est 
duc à M. Legendre. 

Étant connus Vhypoténuse d'un triangle sphérique rectangle ^^ 
et un des angles obliques y trouver la valeur du côté adjacent 
à cet angle y exprimée en série. 

94. L'équation qui donne le côté de l'angle droit c en fonction de 
l'hypoténuse a et de Pangle compris B est, d'après l'art. 56, 

* tang c = tang a cos i3 ; 

on a donc 

tang a — tang c = tang a (1 — cos 5), 

tang a + tang c = tang a (1 + cos B) j 
or, si on divise les deux équations l'une par l'autre , il vient 

t ang g — tang c i — cos ig 

, tang a + tang c "^ 1 + cos -fi ' 

OU 

8in (g — c) _ ^ ^ ^ 

sin {a -^^ c) 8 » > 

et si on change les sinus en exponentielles imaginaires , on a 

Multipliant et divisant par é*"^^ ^^\ on trouve 

-^-= — — ^ = tang- i B, 
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d'où _ _ _ 

Mais 

./ -a(a— c)V'— I 

— tang* \ B.é~^'^~'=i — - tang* i B.- — rr^^i 
substituant cette valeur daus réquation précédente , on tire enfin 

Maintenant si , comme dans l'article précédent , on prend de part 
et d'autre les logarithmes népériens, et que l'on développe en vertu 

de la formule log (i + z) = z h g- — . . . . , il viendra 



— tang» 1 /?e-^K-'+ i tang^ J Be^^'^-'— ^ tang^ «i Be-^^-^+ , 

et enfin 

a — c=tang*îZ?sîn3a— îtang4^sîn4a + 5tang^.|^sm6a— 



Cette série, que Lagrange a publiée pour la première fois dans 
les Mémoires de V Académie de Berlin, année 1776, se déduit 
aisément de celle de l'article précédent , comme on peut s'en assu- 
rer; elle n'est qu'un cas particulier d'une autre plus générale, que 
M. Legendre a donnée dans ses Exercices de Calcul intégral, lors- 
qu'il s'est proposé de développer en séries convergentes l'arc dont la 
tangente est donnée par une fonction rationnelle des sinus et cosinus 
d'un autre arc indéfini {voyez cinquième partie, pag. 238). 

95. Soit généralement tangc=fl tang aj on aura, d'après ce qui 
précède, • 

a —c =i — — sm 52a — ï ( — r - j sm 4a + 

Si l'on voulait avoir a — c en fonction de c, on tirerait d'abord de 
réquation hypothétique, tang a = -' tang c, ou, pour abréger, . . . 
tang a = fl' tang cj ainsi, en vertu de la série précédente, on aurait 
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ou 



c-a = J^i-sia2c-i(^)\-ia4c+i(^) sin 6c; 

ou bien, en changeant les signes, 

^ — c = (^{)sin2c+^(i~Jsin4c+ i(j^' sin 6c. 

Ces séries ne peuvent être utiles dans la pratique, qu'autant qu'elles 
convergent rapidement , ce qui exige que ~^ soit une fraction plus 
petite que l'unité. 

Résolution d'un triangle sphérique dont deux côtés sont peu 

différens du quadrant. 

96. Soient a et ô les deux côtés donnés , supposés très peu diflférens 

du quart de la circonférence; on propose de trouver Cen fonction 

des trois côtés a, by c. 

Par hypothèse 

a = i^ — a, 

è=iQ— ^; 

et comme a et jS sont très petits , Tangle C a pour mesure un arc 
très peu différent de c. Soit alors 

C=c + :jc; 
on aura 

sin ï C= sin j(c+x) = s\n ^ c + i x cos j c, 
puisque x est fort petit; et par suite, 

sin* ï C = sin* i c + x sin 7 c cos i c. 
L'équation exacte 

e;„. 1 r sini(b+c—a)sm^(a + c — b) 

oJll ■T Ky — — . I • 

* amasinb ' 

obtenue dans l'art. 64, résout la question proposée; mais vu qu'il 
serait pénible d'avoir C avec une grande exactitude, il vaut mieux 
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calculer le petit excès x de Tangle Csur c. Pour cet efiet, l'on mettra 
dans l'équation précédente pour a, 6 et sin' i C leurs valeurs ac- 
tuelles, et Ton aura 

^. . , , • 1 T sîn*5CC0s*K* — fi) — cos*7Csin*ï(«t — fi) ^ 

sm^jC+xsmiccosjC=s — 2 ^ — ^ -^ ^^ -: 

■ ' ■ • coscecos/3 

puis prenant la valeur de x sin ^ c cos 7 c, il viendra 

flc sm i C cos î c= - — ^ — — ^ — 4 ^^ — ^ — ; 

• ■ cos M cos fi ' 

mais 

cos a cos i3 = 1 cos(flH-/3)+7 cos(a— iS)=cos* i (a— jS)— sin* i (ct4-/3) , 



puisqu'en général cosp = 1 — asîn* ï /? = acos* ip — 1 ; 
donc 

C0S«C0Si8 ^ ^' 

Telle est la formule à laquelle M. Dclambre est parvenu, par une 
voie différente : en prenant les petits arcs pour les sinus, elle rentre 
dans celle que M. Legendre a donnée^ c'est-à-dire que l'on a, d'après 
cette hypoûxèse, 

:v = i (ct+iS)- tang 1 c — i («— /S)* cot i c (2). 

3« Solution. On parvient plus simplement à cette formule ainsi 
qu'il suit. D'abord à cause de 

Ccos c — COS a cos b 
ainasinb ' 

on a 

cos r — sin « sin fi cos C'^mfi 



COSC: 



cos « cos fi 1 ~ («* -f- /8*) 

cos c — ajS + ^ (a* + /3») cos c = cos c — X sine, 



en ne conservant que les quantités du second ordre j et de là 

^ _ ^fi — j i** + fi^) coa c 

sin c 

D'ailleurs à cause de 

cos c = cos* 7 c — sin* j c, 
et de 

Aj8 = flt/3 (sin* f c + cos* î c), 
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on a comme ci-dessus, 

__ (m + /O' sinH C — jm- fiY C09' j C 

a^in c = 4^in ^ c cos îf c 

=(î4^-ta.g;c-(^^7cotic. 

Dans la pratique , a -{- jS et a -— jS sont données en minutes ou 
secondes^ tandis que ces quantités doivent être considérées dans 
cette formule comme des arcs comparés au rayon pris pour unité : 

mais si l'on j met "T - et —^~ à la place de et + /S et de a — jS , la 

correction x fera elle-même partie de ce rayon, et en la multipliant 
ensuite par JR" elle sera exprimée en secondes; on aura donc en 
général, mais d'une manière un peu moins exacte, 

X = i ^-^^^ tang 1 c- i ^îî^^ot \ c (a'). 

Il est évident que Ton obtiendra de même x en secondes, en mul- 
tipliant par iî", ou par -—nj le second membre de la formule (i). 

Si Ton veut maintenant c en fonction de C, on remarquera que 
puisque ces deux quantités diffèrent très peu l'une de l'autre, on 
peut écrire Cau lieu de c dans la valeur précédente de x, ce qui re- 
vient à négliger les quantités du troisième ordre; ainsi, d'une part, 
on a 

et de l'autre , si l'on fait — x =jj^, la correction cherchée sera 

^=~|(*+/3)'î?îî|i^+4(«-^)-^-2y^ (3). 

On verra par la suite que la formule (a') sert pour réduire un angle 
à l'horizon, et que la formule (3) est employée pour réduire un 
angle horizontal au plan des cordes de deux arcs terrestres. 

Résolution d^un triangle sphérique dont un côté est très petit à 

regard des deux autres. 

97. Le calcul des latitudes, longitudes et azimuts des points fon- 
damentaux d'une carte, dérive, ainsi qu'on le verra par la suite, de 
la résolution complète d'un triangle sphérique dont un côté est fort 
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petit par rapport aux deux autres. Occupons-nous donc de cette 
question. 

i«* Solution. Dénotons, comme à rordinairc, par -^, 5, C les 
angles, et par a, &, c les côtés d'un triangle sphériquc quelconque; 
et cherchons les parties inconnues de ce triangle, dans lequel les 
deux côtés ^, c et Tangle compris ^ sont supposés donnés. 

Cherchons d'abord les angles fi, C, et supposons c < 6^ on aura, 

par les formules de Néper (art. 64) , 

/i— c\ 

cos ( J 

tangi(5 + C) = cot^^- ^ "* ^ 



sin ( ^j 

tang K5 - C) = cot ^ ^ — )j^^ 

ein I —^ 



sin I — — J 



Renversant ces valeurs, et développant, il viendra 

tang ^ c 
Ungiç 

.aog [.00- (£=£)] = -^.angJ^. 

tangi b 

Ces deux équations étant de la forme de celle de Part. 96, on aura 9 
en réduisant en séries par la méthode de cet article , 

\ a / * , cot î o ' • cot" j b 

d'où l'on tire par addition et soustraction, 

aco* — B^=^A — [tangiè — coti A] tang -Jcsia^ 

+j[tang*ï6+col'i/>] tang* \ csin ^A 
-^i[tang^i6 — col'î/>Jtang^îCsiu 3-r^+... 



M-.^ 
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et 

+Ktang46+cot«iJ]tang4csin3^— . . . 

Ces deux séries régulières, dont la loi est évidente, sont dues à 
Lagrange : elles convergent d'autant plus rapidement, que c est plus 
petit par rapport aux deux autres côtés. 

98. Dans la pratique de la Géodésie , il est plus simple d'employfer 
les arcs que leurs moitiés. Pour se conformer à cet usage , on re- 
marquera qu'à cause de 

, , , sinb . M. i i sïn b 

tang ^6 = — ; r, et cot ^6=: 7, 

*^ • 1 + cos 6 ' ■ 1 — cos 0^ 

on a 

tane* -^ i = '~^^ col» ^ h—i±^2Lt 

tang^^fe= / ~^ -rr;.sln&, cot^ î ^ = / "^ ^^^ tt, * sin b. 

et par suite , 

tang ib — cot 7 i = — acol ft, 

tang* ib+ cof i- è = 2[i + 2Cot* b] , 

tang3 ^ ^ _ CQI^3 2 h—^ acot *[3H-4col' è], 

tang ib + cot i6=-4-g, 

tang-ii-cofii = ~^^, 

tang3 ^ i + cot^ i i = ~ [1 + 4cof i]. 

Substituant ces valeurs dans les deux séries précédentes, elles s« 
changeront en celles-ci : 

300 — ^jB=:^+atangicsin^coti+7tang*fcsina^.[i+2Col*i] 

+|tangHcsin3^.coti[3H-4cot»6], 

C=a î^sin^ + a î^^-*4^8ina.^.cot 6 



sin b *^ sin 

On peut d'ailleurs ordonner ces séries par rapport aux puis- 
sances de l'arc c; car on a 

tangic = 5 + iQ\ tang4c=^, tang^ic= ^. .., 
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et, substitations faites, il yicot 

aoo' — i7=^4*c3io^cot Ô+7 Csin a-^.(i + acot» b) 

' + -jV c* sÎQ 3^ cot b (3-|-4cot» b) 
+ î4 c* ain ^ cot è , 

C= -r^sin ^ H- i ^ sin 3u^. cot ô H-iV -^ sin 3-^ (1 + 4cot' J) 

«m 6 

Enfin , à cause de sin 2u4 = 23ia u4 cos u^, et de sîn 5^ = 5sîn -^ 

on a 

(I). 200*^ — B = u^+c sin -^ cot i + ï c' sîn^cos^.(i+ acot'i) 

H-^ c^sin^cos*^cot/>(3-f-4col*&) 

— ^C^siD-^^COt6(l+2COt*è), 

(II). C= -T^-rsin-^ + -At sin ^ cos ^^ cot b 

^ ' sin ^ ■ sin a 

+ î ^-Tj^sin^cos*-^(i+4cot*i) — ^^^sm^coVb. 



Il reste, pour compléter la solution du problème dont il s'agit, à 
trouver le côte a en fonction des mêmes données &, c, -^. Or, de 
réqualion 

cos a = cos b cos c + sin i sin c cos ^ 

on déduit aisément celles-ci : 

sin' i a=sin*76 cos^c +cos*7 isin*^ c — asin^i cos^ccos ^b sîn \c cos^, 
cos*ïa=cos*jicos*7C+sin*^6sin4c+2COsiécosxCsin^isinîCCos-^j 

d'où Ton voit que sin - a peut être considéré comme le troisième 

côté d'un triangle recliligne dont on connaît les deux côtés 

sin Y b cos j c , cos^ 6 siii î c, et l'angle J compris. Appliquant donc la 
méthode de l'art. gS, on a, en logarithmes vulgaires , 

logsinia=log(sini6cosic)— itfj^cos^— itf^^J^ 

et 

logcos.^a = log (cos : ftcosic)+ilf ^^l^cos ^_jf ^jf cos 2^+... 

ilf étant le module 0,45429455 par conséquent en soustrayant, l'on a 
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en logarithmes népériens 

log . tang ^ a = log . tang 7 6 — tang f c [tang 7 & + cot ^ i] cos A 

+ 7 tang» \ c [tang* ^b — cot* 7 b] cos 2 A 
— j tang4 c [tang^ i b+coV i b] cos 3^+ 

Cette série n'est pas sous une forme commode pour procurer 
la valeur de a en une autre série qui procède , comme les deux pré- 
cédentes , suivant les puissances de c. Cependant si on voulait en 
déduire cette valeur, il faudrait supposer d'abord 

ia=7è +P tangue 4- Ç tang' 1 c + iî tang^ ^ c ,. 

P, Q, i?... étant des coefficiens indéterminés, puis prendre la tan- 
gente des deux membres, ensuite les logarithmes, et développer en 
série suivant les puissances de tang 7 cj ce qui donnerait avec uoi 
peu d'attention , 

log. tang 7 a= log. tang 76 + tang \ c [tang 7 i + cot | è] P 

H- tang* i c^Q (tong \ é+cot i i)+Ç(tang4&-cot46)]] 

+ tang^ \c^R (tang ^ è+cot ^ J)H-Ç*(tangi6+cot ^b) 

H- PQ (tang* ^ * — cot» 7 *) 4- -^ (tang^ { b+co\? i *)]. 

Alors en égalant terme à terme cette valeur avec la précédente^ 
on aurait, après diverses transformations, 

P = cos A y 

.Q=:cotèsin'^, 

iî = a (^ + cot' &) cos ^ sin* u^ + j cos ^ , 
* 
et définitivement 

(III). a=b — ccos-^+7C'cot6sîn*^+^c^ cos^ sln»^ (j+cot'i). 

U Ëmt convenir que cette solution, malgré son élégance , est extrê- 
mement laborieuse; mais en voici une autre purement élémentaire 
qui tf a pas cet inconvénient. 

99. 2* Solution. Dana le triangle sphérique ^, jff, C on a 

1. i5 



ii4 




(i) 


cos a 


(a) 


tangf 


(5) 


tangC 
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= cos h cos c + sia 6 sin c ces A y 

is\nA 

cot 6 sin c — coa c cos A * 

^ sin A 

"" cot c&ia b — cos b cos A^ 

Ordonnons d'abord le second membre de l'équation (i) par rap- 
port aux puissances ascendantes de l'arc c , en y mettant au lieu 
de sin c et cos c leurs valeurs en séries (art. gi); on aura^ en s'arrê^ 
tant aux termes en c^ 

* (i — D + sii^^C^ — o) ^^^^ 

cos é-f-c sin h cos A — i c* cos h — ^ c' sin h cos -^, 



cos a =x cos 



ce qui feit voir que 

C4) a=J + cP + c*Q + c'i?+...., 

P, Q, /?-.... étant des coeflRcîcns indéterminés. Prenant donc le 
cosinus de chaque membre de cette série hypothétique , il viendra 



cosa = cos& — cP sin h — c* 



Q sin i — €? 
P'cosi — c? 



( 



R — "6")sin h 
PQcosèj 



et comparant terme à terme cette valeur de cos a avec la précé- 
dente, on trouvera, après quelques réductions faciles, 

P = — COS-^, 

Q = H-icot6sin*^, 

jR = + 7 (î + cot' b) COS A sin* A j 

ainsi portant ces valeurs dans la série (4), on obtiendra la série (III) 
précédente. 
Le moyen de déterminer maintenant l'angle B est de faire 



tang (aoo^ — A — B) = tang (loo — ^+ioo— S) = tang x, 

car 200* — A^'^B étant un très petit angle, on pourra le déve- 
lopper en série suivant les puissances de sa tangente. En effet, 

^•^ tang iff — cot ^' 
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et si pour tang B on met sa valeur {a\ on aura 

^ sin At os A (i«^ cos c) + cotfe aîn csîn^ 

" 1— coa*^ (i—cos r) — coté sine côsû? 

\ c* sîn -^ cos :^ +f c— TT J 8În A cot i 
1—— cos*u^ — f c— -g- jcos ^cot h 

Réduisant le second membre en série par la formule du binôme ^ 
on obtiendra , après les réductions , 

tang X = c sin ^ cot 6 + c* sin A cos u^ (j + cot* J) 

+ c' sin ^ cos* A cot J (i + cot* h) 

— g- sin A cot 6. 

Mais en général 

x= tang 3C — \ tang* 5C +. . . .; 

■ 

ainsi substituant ici pour tang x sa valeur précédente, et faisant 
attention que sin^ -^ = sin -rf (i — cos* A\ l'on retombera sur la 
série (!)• 

Il reste à obtenir Tangle C. Or, l'équation (3) devient, en y mettant 
pour tang c sa valeur en série, 

tang C= -7-7 Tir. 

« sm ^«-cos A cos b tang c 

sin -^ r^ + "âj 



in 6 1— co«^cotif C+-S-J 



sin 



puis développant en série, il viendra 

^ siny^ , - sin -<^ cos ^ cot ft , f? sin^rf 

o sui6 sin6 ' 3 8in ^ 



, sin -<^ cos* A cot* 5 



sin& 

et parce que 

C = tang C— . \ tang» C+. • . ., 

on aura 

g^ %\ïiA ^ ^ sîn A cos -/^ cot i 

C=,C -r-7 -î- C* r-7 

sin b sin b 



-J*. /*3 f"' ^"^ ^ I sin A cos* ^ cot* h , îIbI^O 
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mais 

ain»^=sin^(i— cos*u^, et -^ = — iST~' 

substituant ces valeurs dans celle de C précédente, on retrouvera 
enfin la série (II). 

Résolution des triangles sphériques dont les côtés sont très petits 

par rapport au rayon de la sphère. 

loo. La résolution des triangles sphériques très peu courbes, se 
ramène immédiatement à celle des triangles rectilignes, au moyen 
d'un tliéorème très remarquable dû à M. Legendre , et qui est de la 
plus grande utilité dans les opérations géodésiques. En voici renoncé 
et la démonstration. 

Le triangle sphérique très peu courbe , dont les angles sont 
Aj By C, et les côtés opposés a, hj Cy répond toujours à un triangle 
rectiligne qui a les côtés de même longueur , et dont les angles 
sont A — î^^B — ^6^C — j€^€ étant V excès de la somme des 
angles du triangle sphérique proposé sur deux angles droite. 

Puisque a, J, c sont les côtés d'un triangle sphérique construit 
sur une sphère dont nous désignerons le rayon par rj un triangle 
semblable, tracé sur la sphère dont le rayon = i, aura pour 

côtés -,-,-; et parTart. 64, 

a b c 

cos -— cos -cos - 

^ r r r 

COS-r^= 



. b , c 
sin - sin - 
r r 



Mais pour abréger, nous représenterons respectivement -, - , - par 
oiy fiyy, et nous aurons 

cos M — COS fi COS y 



COS^ 



sin fismy 



r étant fort grand par rapport aux côtés a^ b, c, il s'ensuit, sans 
erreur sensible, que 



-t ^4 ^3 



il en sera de même des valeurs de cos j9, cos y et sin y. 



,'• 



LIVRE DEUXIÈME. 117 

De là PéquatioD précédente deviendra 

Transportant au numérateur le facteur (1 — j /3* — ^ >*) élevé à la 
puissance — 1 , développant jusqu'aux quantités du quatrième ordre 
inclusivement, et réduisant, on aura 

^^^ V jS^ -f y* — ^V , ^^ + /g* +y*— fl*'/fl* — auiV— a ^'v» 

remettant les valeurs de «, /3, >^, le second membre sera toujours 
composé de la même combinaison de lettres , et pourra être repré- 
senté par 

Soit maintenant ^d^' l'angle opposé au côté a, dans le triangle 
rectiligne dont les côtés seraient égaux en longueur aux arcs a, b^ c; 
on aura, 

COS^^= ^frc =^c> 

élevant les deux membres au quarré, et mettant 1 — sin* ^' au lieu 
de COS' u4'y il viendra 

— 4èVsinV=a*H-*^+c*— aa***— aaV— aiV=iV. 

L'équation (1) sera donc ramenée à la forme 

cq^ud? = cos-^' — g~sin* -^'. 

Soit ^ = -rf' -f-^ ; on aura ; enrejettant la seconde puissance de jc, 

COS A = COS ^' — X sin -^' ; 
d'où l'on tire , après la substitution de la valeur de cos ^, 



bc . ^1 



, b 



Nous voyons par là que x es^u second ordre par rapport à - et - ; 
ainsi ce résultat est exact, aux quantités près du quatrième ordre^ 
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Donc à cause de -^= -r^'-+- jc, 

maià i bc sin ^' est visiblement l'aire du triangle rectiligne dont a, b^c 
sont les cotés, laquelle ne diffère pas sensiblement de celle du 
triangle sphérlque proposé ; donc si l'une ou l'autre aire est appelée Sf 
on aura 



et scmblablement y £' = £ - ^ 



d'où il résulte 



57^' 



c=c-i,. 



On peut donc considérer ^ comme étant l'excès de la somme des 

trois angles du triangle sphérique proposé sur deux angles droits, 
et l'on doit remarquer que dans tout oe calcul y les angles des deux 
triangles sont censés mesurés par des arcs de cercle dont le rayon 
est i'unfté. Telle est ia démonstration donnée par Lagrange, dans 
son excellent Mémoire sur la Trigonométrie sphérique {6« n* du 
Journal de l'École Polytechnique). 

V excès sphérique ^ = 3> quiest proportionnel à l'aire du triangle, 

peut toujours se calculer à priori, et cela en considérant le triangle 
sphérique proposé comme rectiligne. Si donc deux côtés ft, c et 
l'angle compris ^ sont donnés , on aura l'aire s=:ibcsinu4. Si au 
contraire on connaît un côté a et les deux angles adjacensi?, C, on 

aura Taire 5 =ïa*^:^7Tj^^. .Cette formule n'est qu'une transformation 

de la précédente ; car il est évident, i*. que sin u^= sin (5+ C), 

a^que6= . .i. . /», ; 5\ etquec= ■ . .„ , ^ , art. 47. 

La remarque de l'art. 91 ^st encore applicable dans cette cir- 
constance , où il s'agit d'avoir Vexcès sphérique s en secondes j 
ainsi , 
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La valeur de i étant toujours d'un petit [nombre de secondes, il 
s'ensuit que celle de l'aire du triangle n'a pas besoin d'être déterminée 
avec une grande précision. Mais veut-on savoir ce qu'on néglige en 
calculant s par le procédé qu'on vient d'indiquer? on n'aura qu'à 
développer en série l'expression 

laug . o — 1 + tang i a tang 1 6 coa C 

démontrée à l'art. 89 , et l'on trouvera , par la méthode de l'art, gî, 

j 5 = tang i a tang ^ J sin C — \ tang* \ a tang» \ h sin aC 

+ \ tang^ \ a tang^ i 6 sin 3C — etc. j 

d'où l'on voit qu'en ne prenant que le premier terme de la série , 
on néglige des quantités du quatrième ordre et des ordres supé- 
rieurs , qui sont tout-à-fait insensibles dans la pratique de la Géodésie ; 
on a donc 

j 5 = tang 7 a tang \ h sin C, 
et enfin s^=.\ab sin C, 

en substituant en outre aux tangentes des petits arcs leurs valeurs 
en séries, et ne conservant que le terme du second ordre, qui est 
le plus considérable. Il résulte de là que l'aire d'un triangle sphérique 
peu courbe, peut s^évaluer comme celle d'un triangle recliligne. 
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CHAPITRE IV. 

Méthodes particulières et générales d'interpolation des lignes 

trigonométriques. 



lOl 



. Les logarithoies^ des lignes trigonomctriqucs ainsi que ceux 
des nombres, qui sont insérés dans les Tables, correspondent à des 
quantités entre lesquelles on est, à chaque instant, oblige d'interpoler 
d'autres logarithmes j mais celte interpolation est souvent très pé- 
nible, et même peu exacte lorsqu'on Êdt usage de grandes Tables à 
dix décimales , telles que celles de Vlacq , et quand les arcs donnés 
sont très petits. Quoique dans la pratique de la Géodésie l'on ait peu 
à craindre l'influence des erreurs de ce genre, cependant il convient 
de donner une idée des moyens par lesquels on peut en préserver 
les résultats que l'on cherche, lorsqu'on désire obtenir la plus grande 
exactitude poteiblc. Ces moyens, dont il s'agira ici, sont ceux que 
M. Legendre a expliqués dans la Connaissance des Tems pour 1819. 
Soit X un très petit arc , exprimé en parties du rayon s= 1 , et 
supposons qu'on veuille les logarithmes de son sinus, de son cosinus 
et de sa tangente ; on commencera par mettre les trois premières 
formules de l'art. 91 sous cette forme, 



sin 






• • • 



07* , X^ 

cos x= i--4.__ 

(X* ax* \ 

1+6+75-+- • •)' 

ensuite on prendra les logarithmes des deux membres de chacune 
des deux premières, et l'on aura , après les réductions^ 

log.sinx = Iogx-^-«l'-^_..c., 
106.00.»= -^--tî-^^-eto.; 
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faisant la même opération sur la troisième formule, ou, ce qui est 
plus simple , soustrayant log cos x de log sin Xy il vient 

log.tangx = log X + -3- + ^- + -^ggg^ + etc., 

séries dans lesquelles le module Jf = o,434a9 ... a pour logarithme 

vulgaire 

log ilf=: 9,63778 45ii3 00537. 

On abrégera de beaucoup les calculs en évaluant chaque terme 
séparément à Taide des logarithmes ; mais il faut faire attention de 
réduire x en parties du rayon, si cet arc est donné en degrés, ou eu 
minutes, ou en secondes, afin de le ramener à Thypo thèse de la 
formule ; c'est-à-dire qu'il faut le diviser par R% ou iî', ou if'. Comme 
l'opération est beaucoup plus commode et plus prompte par les 
logarithmes, on fera, dans ce cas, usage des valeurs suivantes : 

log /?•= 1,7581 a a63a4 0917a, 
log iî' = 3,53637 58837 93816, 
logi?'=5,3i443 5i53i 76469. 

Les séries ci-dessus sont tellement convergentes, que si l'on se 
borne à dix décimales, et que x soit plus petit que 6'*7'', on pourra 
s'arrêter aux termes en x^ # 

Des formules connues 

x = sm x(i+^-^. + ^.-^ + ctc.), 
5C = tang X (1 — j tang*x + j tang^x —etc.); 

on déduit par le même procédé , 

log x = log sin x + -g" sin* x + ^-- sin* x H- etc., 
log X = log.tang^ — -5- tang* x-h - — tang* x — etc. ; 

ce qui donne le moyen de trouver l'arc dont le logarithme sinus ou 
le logarithme tangente est donné. 

M. Legendre substitue aux formules précédentes d'autres formules 
plus avantageuses, lorsque l'arc passe une certaine limite. On arrive 
à celles-cien développant en série l'expression générale log . sin (a-hx). 
1. 16 
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Or^ si pemr abréger, Von &it lo^mka^zz^lQ tbéorème del^aykr 

donnera 

mais les coefficiens dififêrentiels devant 8e rapporter aux logarithmas 
vulgaires ou de Briggs y on a 

partant, 
Iogsm(a+5c)=logsma+Jfcrxcota(i — -Aj + gj^)--etc. 

Il sera tout aussi facile de trouver que 

logcos (a4-x)=logco8a— Jl£»tanga(i 4--^ + g^) — etc., 
Iogtang(a+*)=logtanga-f-?-;f*(i — ^«cotaa-|-fx*H-|x*cot*2a)+etc. 

On emploiera ces formules, quand le logarilhme du sinus^du cosinus 
ou de la tangente tombera dans les tables entre deux arcs consé- 
cutife a^a-^rh. 

102. Proposons-nous maintenant de déduire x de l'équation 
log. tang {a+x) — log tang a z=:r=:2Mp (i). 

On regardera x comme une fonction dep^et puisque ces deux 
quantités deviennent nulles en même tems, on aura, en recourant 
au théorème de Maclaurin, 

« = ©i' + a4)Ç+(^+e.o., 

série dans laquelle les coefficiens difiërenliels doivent correspondre 
à X = G. Mais en général, par les difiërenciations successives, 
l'équation (1) donne 

^= 8in(aa+3x), 
^=2Cos(2fl+afl:).^= 8in(4a4-4«), 

^=4co8 (4a+4x).^=4sin(aa+ai>c)cos(4a+4x), etcj 
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par conséquent, Êdsant x:=o dans ces coeffîciens, il vient défîu* 
tirement 

X =:/7 sin sa + ^ sin 4a + 3 siû aa cos 4a + etc. (a). 

Si on avait à résoudre Téquation 

log sin Ça+x) — log sîn a=:r (5), 

on ferait r^=^Mp cota^ et en passant aux différentielles succes- 
sives, on aurait 

T- = tang (a + x) cot a, 

r 

é^x dx cot a 

dp* 4p * *ï^* (a + x)' 

^x ^p cot a , scot a sin (a 4^ x) 

flp' c^» ' cos* (a + ^) cos^ («+«3c) ^ 

mais comme il &ut ensuite faire x = o, dans ces coefficiens difie*- 
rentiels , on a plus simplement 

(ir\ /ct*j\ a /fPjcX a. a . 4.asin*a ^ V 

d5p/ "" ' \àf3^/ sin aa' \^/ sin'.aa ' sin*.aa ^ 

delà 

x=pri4--^4-^r?— (i+Min*a)l (4), 

•*^ L sin aa * 3sm*.aa^ ' ^J ^ ^' 



en se bornant aux termes en /?'. 

xoS. Les deux questions que l'on vient de traiter sont relatives 
aux tables trigonométriques. Il en existe d'analogues pour les tables 
des nombres; les voici : 

Soit log ^ un logarithme donné, dont il &ut trouver le nombre^ 
correspondant, au moyen de grandes tables de logarithmes. On 
choisira, parmi les logarithmes de ces tables, celui dont les quatre 
ou cinq chiffres décimaux soient communs avec log A^ et Ton aura 

log-^ = Ioga + r. 
Passant de là aux nombres, il viendra 

e désignant le nombre dont le lo^rithme hjrperlx^que ou népérien 
=3 1, et ytt étant le modale qui ^ert ^ppur passer des logarithmes . 
ordinaires aux logarithmes hyperboliques, c'est-à-dire que..»; 



/ 
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mais en général 

* i.a ' i.a.3 ' i.a.5.4 

e^"=i— mH 5 H 5-7 — etc. ; 

• i.fl i.fl.3 ' 1.11.3.4 

coDséquemmen t , 

enfin ^ prenanl le logarithme vulgaire de chaque membre, on a 
log(.^— a)=log(aAtr)+ir+î2^Atr* — ^^it^^r*+etc. (5). 

S'il s'agissait de la formule 

log-^=loga— r, 
on aurait cette série , 

log(a— ^)=log(ait*r)— ir+îî^/t/-— T3?3^)u»/^+ctc. (6). 

La convergence de ces deux séries permet le plus souvent de 
s'arrêter aux termes en r. 

1 o4. On résout analy tiquement le problème inverse avec la plus 
grande facilité. Ënefiet, soit ^ un nombre donné, dont on demande le 
logarithme exact jusqu'à la quatorzième décimale : on choisira^dans 
les grandes tables , un nombre a qui ait les cinq premières ^gures 
communes avec -^, et l'on fera 

après quoi l'on aura 

log ^ = log a + Jtf (^ — ^ + ^, — etc.) (7). 

On suppose, dans cette circonstance, que Ton n'a à sa disposition 
que la table ordinaire des logarithmes à vingt décimales , pour tous 
les nombres depuis 1 jusqu'à 1161 ou 1200; alors pour trouver le 
nombre a, on cherchera dans la Table des diviseurs les plus simples 
des nombres, par M. Burckhardt^ un nombre très peu difiërent dt 
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Celui qu'expriment les quatre ou cinq prenodéres figures de^, et dox^t 
les fecteurs soient plus petits que 1161, afin que leurs logarithmes 
puissent se trouver dans la table avec toute Texactitude d^irable* 

• 

io5. Un autre problème non moins important à résoudre est 
celui-ci : Etant donnés séparément log B et log C, trouver le loga- 
rithme de £ -4- C ou celui de -B — C, c'est-à-dire réduire deux termes 
à un seul. 

Supposons C < B j on fera j = ^, et Ton aura 

^ log ^ = log C— log b) 

log(JBH-C) = logJB + log(i+^)- 

Maintenant soit a un nombre fort approché de ^, et dont le lo * 

garithme se trouve dans les tables , ainsi que log (1+^) ou log (i-*-a); 

on aura 

log .rî/ = log a rfc r, 

r étant ^fi très petite quantité qu'il faut déterminer avec beaucoup 
de pré4|H^. Si Ton passe de là aux nombres, on aura conmie ci- 
dessus, , 

ou bien 

par suite 

i+^=(i+a)[i-(7^)(i-c^')]. 

Soit &= — Trjî on pourra écrire 

i+^ = (i+a)[i — 6(1 — ^)1; 
et prenant les logarithmes vulgaires de chaque membre, il viendra 

log(i+^)=log(i+a>-Jlf6(i— e^O— il!f?(x— e^>— «tc-^ 



M étant toujours le module o,434:29448. Mais 

^ = 1 -f-fiT-iretC. j 

0n a donc, à cause de /uilf = s, 
log(i4-^) = log(i+a)=i=tj;+*.^î=^fir»dbetc- (8)? 



4. 
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et siVon fidt ôss , on aura de même 

log(i--u^=log(i — a):T^6r— ^^i±^)ttF-q=«tc. (9). 

Pour des tables ordinaires à sept dëcimales, il suffit de tenir 
compte du terme en r. M. Legepdre pense qu'à Taide de ces der- 
nières on peut calculer aisénâent toutes les formules trigonomé- 
triques à deux termes , parce que l'on évite l'emploi des angles 
auxiliaires, qui allongent souvent ks opérations numériques. Cest 
pour cette raison que nous sonunes entrés dans quelques détails 
à ce sujet. • 

106. On peut substituer à ces formules particulières d'interpolation 
une formiQe générale qui dispense de connaître la loi d'après laquelle 
se forment les termes sucoessife des tables. 

Soient ^, ^\ ^", ud?'", etc., les termes consécutife d'une série 
correspondans aux indices en progression arithmétique ou par dife^ 
rences^ a, a -+- A, a •+- aA, a •+- 5A, etc. ; on aura un teggie quel- 
conque y ou ^(.) correspondant à l'indice a^ nh paJ^rormula 
suivante, démontrée à la page 617 du Traité élémentair^œ Calcul 
intégral^ par M. Lacroix, savoir : 

dans laquelle cT^, J^^, J"^^^ etc., désignent les difierences i*^, a% 
5% etc. de ^, supposées continuellement décroissantes et positives. 
Lorsque les tables ne donnent que les différences premières, il 
faut, par des soustractions successives, former les di^rences ulté- 
rieures ; aprèè quoi Fon évalue les termes de la série précédente , 
en poussant l'approximation jusqu'au degré de précision que com- 
portent les tables. Si , par exemple , on employait celles de Vlacq 
qui sont à dix décimales, il suffirait de n'avoir égard qu'aux diffé- 
rences secondes^ ainsi on aurait simplement v 

.^c.)=-^ + w(tr^ + î^<f^) (11), 

et de là , en faisant ^(,) = j^, on tirerait ' 

a 
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c^est-à-dire qae ponr trouFer n par le nojen de y y on nagerait 



n— i 



d^abord au dénominatenr le terme dû aecoùd ordre -^ cT'-rf, pour 

avoir une première videur approdhtée de n qui serait n ss^^^^j^ , et à 

l'aide de laquelle on évaluerait d'une manière suffisamment exacte 
le terme négligé. Ensuite on déterminerait une seconde valeur de n 
par la formule entière (i^) : elle représenterait alors le véritable 
indice cherché, et l'on n'aurait plus qu'à évaluer la variable a + Tih 
correspondante à la quantité^ donnée. De cette manière on obtien- 
drait dix décimales pour les logarithmes et dix chiffres significatif 
pour les nombres. 

107. Exemple /.Supposons qu'on demande l'angle i«ï/(,) donné par 
la valeur log. sin ^(,) = 9. 55797 90661 9900, et qu'on ait à sa dis- 
position les grandes tAles de la Trigonometria Britannica calculées 
pour des intervalles d'un centième de degré; on verra de suite que 
l'angle ^(,) est compris entre ai%i8 et ai^ig. 

Soit donc a = di%i8; on aura immédiatement , à cause de la 
relation (5), 

log. sin a = 9,55786 68865 368a, 
mais log.^n ^(,) = 9,55797 9066 ir agoo; 

ainsi, difierence r =s 11 31795 gaiS. 

Maintenant calculant seulement les deux premiers termes de la 
série (4), on a, en les évaluant en degrés, 

log r = 6,04991 38568 33 

log(~=ft)=s: o,56aai 66887 00 

log.tang a = 9,588a4 i3447 98 log. sin 2a =s 9,8ai85a a4 

log p = 6,00037 08903 3i > 6,00037 9 

log R" = 1,7581a a65a4 09 log./7:sin aa =3= 6,17184 85 

log [1] = 7,75849 35aa7 4o 7,75849 55 

log [a] =£ 3,93o34 ao; 

mais à cause de -^(.)= a +x, et de x = [1] + [a] + etc., on a 

a + [1] = ai%i8573 44731 384 

[a] = 85i8 o85 

angle cherché ^(.^ ss ai'';i8573 53a49 469. 
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Les termes en p^ que nous avons négligés n'augmenteraient que 

d'une unité la dixième décimale: leur valeur est i.o64t 

Pour vérifier ce résultat par la formule générale d'interpolation, 
il faudra former le tableau suivant au moyen des difierences pre- 
mières dl^ prises dans la table. 



a 


log a ou. A 


t'A 


i^A 


<^'^ 


/»^ 


ûi^iS 


9,55786 68865 3.68a 


19 55725 3i25 
19 5471a 7677 
19 53701 1340 

19 62690 4^02 


— 1012 5448 

— 1011 6337 

— 1010 7238 


9111 
9099 


— 12 



Or, on a ^ =: o%oi et 

^(«) = a + (o*,oi) n =yi 

et puisque d'après la formule générale d'interpolation rapportée ci- 
dessus , 

que d'ailleurs 

y — ^=:log.sin^(„) — loga=ii 31796 9218, 

on trouvera , par la métliode des approximations successives indi- 
quée plus haut, que la valeur approchée de 7iy en négligeant d'abord 
les différences 5« et 4*, est n = 0,67553 26, et qu'ensuite on a plus 
exactement n = 0,67365 a6o6a 70 ; ainsi définitivement l'angle 
cherché ou 

^(„) = a + (o^ol)/^ = 2l%l8575 65a5o 627, 

à très peu près comme ci-dessus. 
Exemple IL On propose de trouver le nombre ^, sachant que 

log^ = 9,65778 45ii3 00657. 

Les Tables de Callet, qui sont à sept décimales, font d'abord con^ 
naître que ^ = 0,4542946. Prenant pour les cinq premiers chiffres 
décimaux 4545o ; ce nombre, ou simplement 4345, est le produit 
de 45 par 101. Comme il approche de celui qu'on désire trouver, 

on fera 

a =5 0,4345 = 0,45 X 1,01 , 
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et par la table I à vingt décimales qu'on troaye aussi dans celles de 
(Met, on a . 

log.0,43 = 9,65546 84555 79686 5 

log 1,01 = o,oo45a 15757 85264a 6 

de là log a r= 9,65778 9^395 63229 " 

mais log A = 9,65778 43ii5 00657 

donc, difierence ou r = 55i8o 6169a:'" 

Calculant maintenant la formule (6) , qu'on peut réduire a celle-ci : 

log (a — ^) = log (a/ur) — ^ r. 



on a 



Delà 



log r = 4,74178 655i6 
log ft = o,56a2i 56887 
log a = 9,65778 98295^ 
— • 7 r = — 27690* 5 

log (a — A) = 4,74178 95106. 



et puisque 
on a enfin 



a — -^ = 0,00000 55i8o 96748J 
a =: o,4545o, 

A = 0,45429 ^^819 o5a62; 

c'est précisément le module que nous ayons désigné ci-dessus 
par M. 

Exemple III. On demande le logarithme du nombre 

^=5,14169 a6556 89793^ approché jusqu'à la quinzième décimale; 
ce nombre est , comme on le voit bien , la deini-cireonférence d'un 
cercle dont le rayon est égal à l'unité. 

Soita = 5,i4i6= 1,68 x 1,87 ; on aura 

a'^A^=^r:=: 0,00000 75464 10207, 
et la formule (7), en y Ëdsant r négatif, puisque a>^, deviendra 

on l'évaluant par le moyen des logarithmes , on aura 

1. '7 • 
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Ibg 1,6a 3te 0,33530 99817 a686a 86 
log 1,87 s= 0,37184 i6o65 564g8 97 log r = 4,86607 5x74? 

log a = 0,49715 08883 63361 83 0,49715 o8883 

[1] = -- ix)i55 67040 6 log j = 4,36893 43864 

0,49714 987116 965m 3^ log Jlf = 9,63778 43ii3 
[a] = — 1187 ^ log-[0 4,00670 86977 

log ^ = 0^49714 98736 941 34 log ^ = 4,06789 43 



log^[3] 8,07460 3g. 

Hel est le résultat qu'il Maît trouver, et qui est exact jusqu'à la 
quinzième décimale. 

Exemple ly. Soit log ^ = 9,33064 o8833 9137 j on demande 
log (1 -f- ^) avec le même degré d'exactitude. 

Pour trouver le nombre a, qui diffère très peu de la valeur appro- 
chée ^ = o,2i4o63, M. Legendre réduit cette valeur en fraction 
continue, et il trouve que l'une des fractions convergentes est 
a =: ^^ . En effet la fraction 

ai4o63 1 

lOOOOCX) ""^4 + * 

V 



1 + 1 



a+i 



33 4- I 



1 + etc. ; 

ainsi Ton a pour quotiens consécutife 

4, 1, 3, 33, 1, 1, etc., 

€t pour fractions convergentes 

o 1 1 3 G7 70 i37 

7* 4' 5* T4' SÎ3» %* 64^'^^^'r 

c'est-à-dire sur la première ligne on écrit les quotiens 4,1,3, etc., 
puis l'on prend pour première fraction intégrante f, et pour seconde 
l'unité divisée par le premier quotient 4 ; ensuite on multiplie sé- 
parément les deux termes de celle-ci par le quotient correspon- 
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dant, et Ton augmente chaque produit, du numérateur et du déno- 
minateur de la fraction qui précède ; ce qui donne les deux termes 
de la fraction suivante |. Enfin l'on opère de la même manière pour 
déterminer successivement les autres fractions. 
La valeur de a étant trouvée y l'on a 



log a = g,35o54 o5g3i 7a5a 
log -^ = 9,33o54 o8833 9137 

log ^ — log a = r = 3902 i885. 



D'ailleurs 1 +û = |^; si donc Ton continue d'opérer avec quinze 

décimales , et qu'on évalue les termes conservés de la formule (8) , 

on aura 

log(i+û) = o,o84a4 io448 17027 

R = 5ii 71165 

enfin, log(iH-^) = o,o84â4 10969 8819 , 

R représentant ici les termes en r et r* de la formule. 

Exemple V. On sait que log sin 9 = 9.61733 43i46 6âi4; oa 
demande log cos , avec un pâlreil ncmibrê de décimales ? 

Soit A = sin* fl ; on aura cos» S=i — A et log cos flb= \ log (1 — A) ; 
il s'agit donc de'déduire log (1 — A) du logarithme donné. Qr, en le 
doublant il vient 

log ^ = 9,23444 86293 2438 , 

^l'on a, pour valeur approchée, A = 0,171573. Développant, 
comme ci-dessus, cette valeur en fraction continue, on trouve 
qu'elle diCfere très peu de yff j d'après cela, si on Êiit a = J^|, on 
aura 1 — a = |-|f j et si on efiectue le calcul de la formule (9), comme 
on vient de faire celui de la formule (8), on trouvera définitivement 

log (i — ^)=slog.cos» § = 9,91825 43io3 2612, 

et partant, 

log cos 8 = 9996912 7i55i 63o6. 

M. Legendre a donné d'autres applications intéressantes de ses 
formules j on fera bien d'y recourir, si ce qui précède paraît in- 
suffisant. 
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LIVRE TROISIÈME. 



OPÉRATIONS ET CALCULS GÉODÉSIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 



Considérations générales sur la formation des canevas des 

grandes Cartes topograpldques. 

108. JLiA Géodésie est une partie de la Gréométrie appliquée, qui 
traite de la division des champs ; mais suivant l'acception la plus 
étendue , elle a pour objet la mesure de la Terre, ou celle d'une partie 
de sa ^ur&ce. Les opérations géodésiques sont ddhc celles par les- 
quelles on détermine les positions respectives des principaux lieux 
d'un pays dont on se propose de lever la carte. L'ensemble de ces 
opérations forme ce que l'on appelle un canevas trigonométriÂ^/j^ 
parce que les positions dont il s'agit représentent les sommets des 
angles des triangles qui, par leur enchaînement, composent un ré- 
seau continu dans tous les sens. Ces triangles, dont on observe 
rigoureusement les angles, réunissent les conditions les plus avan- 
tageuses, lorsqu'ils sont les plus grands possibles, à peu près équi- 
lûtéraux , et qu'ils sont liés au moins à une ligne principale , ou hase 
que l'on mesure avec beaucoup de soin. Lorsque cette base et les 
trois angles de chaque triangle sont connus , on a tous les élémens 
nécessaires pour calculer de proche en proche les distances entre 
les objets ; car un triangle est déterminé de grandeur, quand parmi 
^es six parties Ton connaît un côté. Le canevas général d'une carte 
étant ainsi établi, on le divise en canevas partiels, c'est-à-dire que 
l'on couvre de triangles secondaires et tertiaires la surface de 
thaque grand triangle. On conçoit que , par ce moyen^ l'on a une 
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multitude de petites bdses et de points rapprochés auxquels ceux qui 
relèvent les détails à la planchette ou à la boussole, pour former une 
topographie complète du pays, rattachent continuellement leurs 
opérations. 

^instrument qu'on a adopté en France vers la fin du XVIII* siècle, 
et ensuite dans quelques autres pays de l'Europe, pour mesurer les 
angles des triangles du premier et du second ordre, ainsi que pour 
observer les latitudes et les azimuts, est le cercle répétiteur deBorda. 
C'est celui dont nous donnerons particulièrement la description , et 
dont nous ferons connaître l'usage , à cause de l'extrême précision 
qu'il procure, même sous d'assez petites dimensions, et de la fecilitc 
avec laquelle on l'établit dans le plans des objets (f^oy^z lesplanches III 
et suivantes). 

Mais comme l'axe de la lunette inférieure ne passe pas par celui 
de l'instrument, l'angle observé a quelquefois besoin d'être corrigé 
de la petite erreur occasionnée par V excentricité de cette lunette. 

Il est même souvent impossible de placer le cercle au centre de 
la station, et alors l'angle observé doit encore éprouver une correc- 
tion , que l'on désigne par le nom de réduction au centre ^ et qui est 
analogue à celle dont on vient de parler. 

Il arrive en outre , presque toujours, que l'angle observé est incliné 
à l'égard du plan horizontal qu'on imagine passer par le centre de 
l'instrument : la projection de cet angle, sur ce plan, se nomme réduc^ 
tion à rhorizon. 

Enfin, si l'objet sur lequel on pointe est éclairé par le Soleil, l'ob- 
servateur n'en voit ordinairement qu'une partie o\xphase, et le rayon 
visuel, dirigé sur le milieu apparent de cette phase, ne passe pas par 
le centre de l'objet. Il faut donc encore à l'angle observé, Ëiire une 
correction qui dépend essentiellement de la position du Soleil et de 
la forme de l'objet; mais il est très rare que cette correction soit sen- 
sible, parce que l'on fait en sorte de pouvoir pointer siir des objets 
très distincts, et cependant d'une très petite largeur apparente. 

Lorsque les angles des triangles d'une grande chaîne sont réduits à 
l'horizon de leurs sommets respectifs, on ajoute ceux d'un même 
triangle, et la somme que l'on obtient surpasse nécessairement deux 
angles droits; parce que les angles ajoutés sont ceux d'un triangle 
sphérique dont les côtés très peu courbes, à la vérité, représentent 
les distances curvilignes comprises entre les verticales des stations.^ 
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Ensuite Texcés dont il s'agit, et qui est en même tems affecté de Ver- 
renr de l'observation , se répartit indistinctement par tiers sur ks 
trois angles du triangle dont il dépend. Quand ces angles sont ainsi 
réduits à ne valoir que deux angles droits, on procède au calcul des 
distances, en les considérant simplement comme des côtés de trian- 
gles rectitignes, en vertu du théorème de Tart. loo, quoiqu'elles 
soient des arcs de grand cercle de la ^hère dont le rayon est le 
même qnectlui de la ligne géodes ique, ou. de la base réduite préala- 
blement à un niveau constant, qui est celui de la mer. Quant aux 
triangles secondaires, ils se forment, s'observent et se résolvent de 
ia même manière que les grands triangles qui leur fournissent pour 
bases un ou plusieurs de leurs côtés. 

Au lieu de ramener par cette voie la résolution des triangles sphé- 
riques peu courbes à celle des triangles rectilignes , on peut réduire 
les angles horizontaux aux angles formés respectivement par les 
cordes des arcs compris entre les stations ; et pour lors les triangles 
à calculer sont réellement des triangles rectilignes , dont un des côtes 
est la base mesurée et réduite à sa corde, ainsi qu'à un horizon fixe 
tel que celui de la mer. 

On ne peut néanmoins, à l'aide des seules distances calculées, 
assigner la place que les stations occupent réelfement sur le globe 
terrestre; il faut en outre déterminer la latitude et la longitude de 
l'une d'elles, ainsi que Vazimut d'un des côtés de la chaîne, c'est-à- 
dire l'angle qu'il forme avec le méridien connu. On déduit alors de 
ces nouvelles données les positions géographiques des objets ter- 
restres, ou leurs distances à l'équateur et au méridien d'où l'on est 
convenu de compter les longitudes. Il est sur-tout essentiel dans les 
triangulations de premier ordre, faites dans le but de déterminer les 
dimensions de la Terre, ou de former une exacte description géo- 
métrique d'un grand état, de mesurer plusieurs bases de vérification , 
et de s'assurer si les résultats fournis par les calculs s'accordent avec 
les latitudes et les azimuts observés vers les extrémités de la chaîne 
des triangles. 

Pour connaître en outre le relief du terrain , il est nécessaire de 
déterminer la hauteur de ses dilïërens points au-dessus des mers : 
or c'est ce que procurent les nivelleraens trîgonométriques , qui 
font essentiellement partie des opérations géodésiques des differens 
ordres. La latitude, lu longitude et la hauteur absolue de chacun 
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des sommets des triangles d'an réseau sont donc trois coordonnées 
lodiapeDsabks. 

Lorsqu'on a recueilli ainsi tous les élémens qui cojQStituent le ca- 
nevas d'une carte, on y trace, suivant une certaine loi, deux systèmes 
de lignes, dont l'un représente des méridiens, l'autre des parallèles; 
et l'on fixe, à l'aide de ces lignes , les positions de tous les lieux donnés 
par leur latitude et leur longitude. Quelquefois aussi, quand la carte 
n'embrasse qu'une petite étendue de pays, on en rapporte les prin- 
cipaux lieux à deux axes rectangles, qui sont le développement recti* 
ligne du méridien principal de cette carte, et celui d'un arc de grand 
cercle perpendiculaire à ce méridien* Dans ce cas, les coordonnées 
des points déterminés par le réseau de triangles , sont des distances 
à la méf idienne et à sa perpendiculaire , ou des plus courtes distances 
géogra^dilques. 

Tel est le précis des matières que nous allons traiter avec tout te 
détail nécessaire ; nous tâcherons même que les personnes qui ne 
sont pas versées dans l'Analyse et la Géométrie, retirent tout le jQruit 
possible de la lecture de cet Ouvrage. 
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CHAPITRE IL 

De la meilleure condition des triangles^ du choix et delà 

construction des signaux. 

• 

109. i^ ous ayons déjà dit que les triangles d'un réseau du preoiier 
ordre doivent être les plus grands possible ; mais la courbure de la 
Terre et la force des lunettes du cercle répétiteur fixent à cet égard 
une limite que l'on ne saurait franchir sans s'exposer à nuire à la 
précision qui résulte de l'emploi d'un bon instrument , quand les 
objets qu'on observe sont bien distincts. Nous avons dit aussi que les 
triangles réunissent les conditions les meilleures, quand ils sont équi- 
latéraux ou peu différens de cette forme; c'est ce que va prouver le 
calcul suivant. 

Soient, comme de coutume, A^By Clés angles, et a, &, cles 
côtés d'un triangle géodésique; on aura 

asin B= ft sin^; 

et si l'on suppose que la base h ait éié mesurée avec un soin tout par- 
ticulier, Terreur sur cette mesure pourra être considérée comme 
nulle. La différentielle de cette équation, en y regardant b comme 
constant, sera donc simplement 

- h cos Al . a cos B ,„ 

2im B sin If ' 

et à cause de -r~jr == -r^ , on aura 

da=:a cot Ad A — a cot BdB. 

Dans cette formule différentielle, les variations cL/, dB sont sup- 
posées positives : elles peuvent en général désigner les erreurs 
comniises sur la mesure des angles ^, 5; erreurs qui se composent 
de celios de rinstrument et de celles du pointé. Si on admet qu'elles 
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soient égales, et dans le mémie sens, on aura, pour Terreur du c6té 
cherché a, 

da = ad^ (cot-^ — cotB), 

laquelle sera évidemment nuUe ^\^z=:B. 

Si au contraire on suppose que les erreurs d^^ dB soient égales, 
mais de signes différens , on aura 

da^=^'àzadA (cot-^ -|- cot fi); 
et puisque d'après l'art. 45 

il s'ensuit que 



co8{A'^B)+coaC' 



Tertreur da sera donc la pfus petite possible, lorsqu'on aura 
cos (^ — B) = 1 , ou -^ = 5. 

Il résulte de ces deux hypothèses , que la condition la plus avan^ 
tageuse est en effet que les deux côtés cherchés d^un triangle soient 
chacun égaux à la base mesurée. 

Dans la pratique, il est Impossible de satis&ire rigoureusement à 
cette règle; mais en formant des triangles dont les côtés différent 
peu entre eux, les erreurs des observations angulaires auront très 
peu d'influence sur les côtés calculés. En général, il ne faut admettre 
aucun angle au-dessous du tiers d'un angle droit, à moins que les 
localités ne forcent à s'écarter de ce précepte. D'ailleurs l'on se pro- 
cure par là un autre avantage ; c'est qu'un angle de cette grandeur 
s'observe avec le cercle de Borda plus facilement que s'il était plus 
petit. 

La formule fondamentale a = ^^^ étant difierenciée par rap- 
port à a et &, on a 

da=db(^', 

ainsi, Terreur qui afiècte le côté cherché est égale à celle de la base, 
multipliée par le rapport *-~ , ou par une quantité plus grande que 
1. 18 
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l'unité. En cflct, en supposant S = ^ on a ^ -H C= ^ ,etparco*i» 

«équent -g- pour la valeur moyenne de A ou de C 

Les bases doivent donc être mesurées avec Tattention la plus 
scrupuleuse , et n'être pas trop courtes par rapport aux autres 
côtés des triangles dont elles dépendent. 

En formant un long réseau , on conditionne les triangles dont il 
8c compose , de manière à ce qu'ils s'agrandissent peu à peu , à partir 
de la base mesurée, et qu'ils acquièrent les dimensions que comportent 
les localités et les instrumens. 

iio. L'expérience démontre que les erreurs dans la mesure des 
angles, loin de s'accumuler de plus en plus sur les côtés des triangles 
par lesquels on passe pour arriver à la dernière ligne d'une longue 
chaîne , se compensent au contraire en partie , lorsque ces triangles 
remplissent les conditions qui viennent d'être énoncées. Par exemple, 
avant l'invention des instrumens et d6s méthodes de calcul mainte- 
nant en usage en Géodésie, Bouguer et les autres académiciens 
français qui fUrent chargés de la mesure des trois premiers degrés 
au Pérou, trouvèrent seulement 65 centimètres (a pieds) d'erreur 
entre la mesure et le calcul , sur la dernière base déduite d'une série 
de vingt-huit triangles étendus sur un arc de plus de 55oooo mètres ; 
et de nos jours, MM. Delambre et Méchain n'ont pas trouvé une 
difierence d'un tiers de mètre dans la longueur de la base de 
Perpignan, conclue de celle de Melun, par une chaîne de plus de 
60 triangles, quoique la distance qui sépare ces deux bases sur- 
passe gooooo mètres (-^^ftro/îo/n/ede M. Delambre, tlll, p. 545)» 
Néanmoins, M. Laplace, dans un savant Mémoire sur le Calcul des 
Probabilités appliqué aux opérations géodésiques {Connaissance 
des Tems de i8ao, p. 422), trouve en général de l'avantage à ce 
qu'un réseau soit composé du plus petit nombre possible de triangles» 

111. Le choix des stations, c'est-à-dire des points où l'on doit 
observer, exige beaucoup de discernement de la part de l'ingénieur, 
pour allier l'économie avec la précision à laquelle on désire atteindre. 
Il est nécessaire qu'il fasse d'abord la reconnaissance du pays, et 
trace le plan de son canevas trigonométrique. S'il a pour but de me- 
surer un arc de méridien, ou toute autre ligne fondamentale d'un« 
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grande opération geodésique, il faut qu'il dispose ses triangles de 
manière qu'ils soient, autant que possible, trayersés par cette ligne; 
or c'est de quoi il s'assurera en faisant dés observations et des calculs 
provisoires , comme nous l'enseignerons par la suite. Mais s'il entre- 
prend le levé de la carte d'une contrée, il n'est plus gêné dans sa route ; 
il a la liberté d'étendre son réseau dans tous les sens. En général , il 
doit choisir de préférence les endroits assez élevés pour qu'ils se pro- 
jettent dans le ciel, lorsqu'ils sont aperçus des stations voisines. 

Supposons que du point ^ (fig. 16), on voie le point B dans le ciel. 
Pour savoir si de ce second point l'objet ^ se projettera de même 
dans le ciel, on prendra la distance zénitale ZÂB et la distance zé*- 
nitale ZAC du point opposé de l'borizon. Or, il peut arriver que la 
somme ZAA'\-ZAC surpasse sensiblement deux angles droits; 
dans ce cas, l'objet ^ sera bien visible du point B. Mais si la somme 
dont il s'agit est plus petite que aoo^, l'objet A se projettera en terre 
ou sur la montagne qui borde l'horizon vu du point B , et sera sou- 
vent difficile à distinguer nettement, à moins que ^intervalle qui le 
sépare des limites de l'horizon ne soit considérable. 

Lorsque la somme des deux distances aénitales sera de deux angles 
droits, ou quelques minutes de plus , il y aura Ifeu d'espérer que le 
signal udf , vu de la station B^ sera suffisamment élevé par la réfrao- 
tion , pour être ap^u dans le ckK 

112. Les clochers, les tours et les donjons couronnés de plate- 
formes sont en général des stations commodes; mais il n'est pas 
toujours possible d'en disposer pour former des triangles avec les 
conditions les plus a v^uatageuses , et le plus souvent ces objets ne 
dispensentpas de Pusage des signaux, quand on veut rendre le pointé 
plus sûr. Il est vrai que, dans ce cas, ces signaux sont très simples, et 
s'établissent à peu de frais. Par exemple, une poutre verticale, sur- 
montée d'un poinçon ou tonneau, ou d'un petit cône, étant établie 
sur le haut d'un édifice dont la forme et la grosseur nuiraient à l'exac- 
titude des observations angulaires, offre unpoiut de mire avanta- 
geux. Quelquefois aussi l'on préféré un disque d'un demi-mètre de 
rayon, peint en noir, et percé au centre pour apercevoir le ciel à 
travers. Mais ce moyen n'est praticable que quand on peut charger 
quelqu'un de diriger le disque en face de l'observateur. 

Dans les opérations délicates exécutées en Angleterre, vers la fia 
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du siècle Heraier , et dans Flnde au commencement de celui-ci , Von 
a préféré les observations de nuit, et l'emploi des feux du Bengale, 
parce qu'ils jettent une lumière très vive. Nos cercles français, con- 
struits d'après le principe de la répétition , se refusent à l'usage de ces 
feux de courte durée ; mais on y supplée par des lampes à courant 
d'air, accompagnées de miroirs paraboliques qui réfléchissent la 
lumière dans la direction de l'observateur. Ces signaux paraissent 
être les meilleurs qu'on puisse se procurer; MM. Biot et Arago s'en 
sont servis en Espagne,avec beaucoup de succès, dans la prolongation 
de la méridienne de France ; et M. Laplace vient d'en recommander 
expressément l'usage pour la mesure de la grande perpendiculaire 
dirigée de Strasbourg à Brest, l'une des lignes fondamentales du ca- 
nevas trigonométrique de la nouvelle carte du Royaume. 

On augmente le foyer de lumière, en réunissant plusieurs réver- 
bères; mais il faut en confier la garde à une personne qui prenne le 
soin d'entretenir les lampes , afin que le centre de figure soit toujours 
le même. Il parait que trois réverbères de moyennes dimensions, qui 
seraient disposés aux angles d'un petit triangle équilatéral, efiriraient 
mie masse de lumière suffisante pour une distance de dix à douze 
myriamètres. En les adaptant à un pivot qui représenterait l'axe âa 
signal, on aurait la faculté de les tourner au gré de l'observateur. Les 
avantages qu'on trouve dans leur emploi consistent en ce que l'on n'a 
aucune phase àcraindre; que lepoint de mireest toujours très distinct; 
et qu'à moins d'oscillations produites par une atmosphère agitée, ou de 
fortes brumes, les observations sont généralement plus concordantes 
que celles qui sont faites de jour, et pendant la présence du Soleil. 

Quand on ne peut profiter des édifices comme points de station , 
l'on emploie des signaux qu'on établit sur des lieux élevés. On les 
forme avec de longues files de bois réunies en pyramide tronquée à 
base quadrangulaire, et on leur donne de la solidité en les enfonçant eh 
terre, ou en les maçonnant aux quatre angles de la base; enfin, pour 
les rendre plus visibles, on garnit de planches les quatre faces jusqu'à 
environ deux mètres de terre : cet intervalle, laissé libre, est néces- 
saire pour voiries signauxenvironnans. Alors on se place précisément 
dans l'axe du signal, afm d'éviter la réduction au centre (f/.lafig. 17): 
cet axe est déterminé par la verticale passant par le point de mire. 
On a soin , en faisant te plan du signal, d'indiquer le point où cette 
verticale rencontre la base. 



LIVRE TROISIÈME. i4i 

lies ingénîettrs géographes sont dans l'usage de planter une borne 
au centre d'un signal érigé en rase canipagne< Cette précaution, que 
ne prennent pas toujours les observateurs, procure des points de 
repère très utiles, tantpour ceux qui doivent lier leurs opérations de 
détail aux points trigonométriques, que pour ceux qui voudraient 
coordonner des nivellemens partiels du terrain avec le nivellement 
général résultant de la triangulation. 

Des arbres bien droits, et dépouillés de branches vers le bas de 
leurs tiges, sont aussi de bons signaux naturels; lorsqu'ils se trouvent 
isolés et sur les sommets des montagnes , ils s'aperçoivent de très 
loin, sur-tout s'ils se projettent dans le ciel ou sur les nuages. 

On fait aussi construire en pierre des pyramides quarrées, et on 
les dispose de manière que les faces soient à peu près perpendicu- 
laires aux côtés des triangles qui ont ces pyramides pour sommets. 
Si ces signaux se projetaient en terre , ou sur un fond qui les dérobât 
à la vue, on les ferait peindre, afin qu'ils pussent se bien détacher 
par l'efifet de l'opposition des couleurs. Lorsqu'un signal se projette 
dans le ciel, il convient de le peindre en noir; s'il est vu sur im fond 
vert, la couleur blanche le fera bien distinguer. 

M. Delambre prescrit de donner à un signal une hauteur telle, que 
de la station la plus éloignée il paraisse sous l'angle de 5i" de la di- 
vision sexagésimale ; dans ce cas cette hauteur est 

JEr=o,oooi5 Jf , 

K étant la distance à ce signal. Il prescrit en outre de donner au côté 
de la base le tiers de la hauteur. 

Parmi les signaux d'une forme insolite , nous citerons particulière- 
ment les flèches très aiguës , parce qu'elles sont souvent invisibles. 
Les moulins à vent, à cause de l'irrégularité de leur figure, sont aussi 
de fort mauvais signaux; d'ailleurs comme ces objets mobiles tournent 
sur un axe qui ne passe pas par le centre de figure , ils se présentent 
sous difïerens aspects, selon la direction dans laquelle on place les 
ailes pour donner prise au vent. Il résulterait donc de leur emploi 
des erreurs d'observation qu'il serait impossible d'évaluer. 

Si l'on est obligé d'adopter pour signal une flèche élevée , if fèiut 
tâcher de se placer le plus près possible du point où l'on doit viser 
des stations voisines, afin que le défaut de verticalité de la flèche ne 
donne lieu à aucune erreur sensible dans^ la réduction à l'axe» 
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CHAPITRE III. 

Description et usages du Cercle répétiteur. 

11 3. Jï^i on partage la circonférence d'un cercle en plusieurs parties 
égales^ et qu'à partir de zéro Ton porte successivement sur cette 
circonférence, et suivant l'ordre des divisions, la longueur d'un arc, 
jusqu'à ce que sa seconde extrémité tombe exactement sur une des 
lignes de division, ou du moins en soit si près que la dififêrence échappe 
aux sens; on obtiendra rigoureusement, ou d'une manière très ap- 
prochée, le nombre des parties contenues dans l'arc proposé, en 
divisant le nombre des parties de l'espace parcouru, par le nombre 
de fois que l'arc aura été porté sur la circonférence. Supposons, par 
exemple, que cette circonférence soit divisée en 4ooo parties, et qu'à 
la neuvième fois , après une révolution entière, l'arc dont on cherche 
la mesure tombe sur la ligne qui termine la 5o° division ; il est clair 
que l'espace parcouru contiendra 4o5o parties, et que l'arc [Mroposé 
aura pour mesure ^V" = ^^o. Cet arc sera donc à la circonférence 
enlière dans le rapport de 9 : 80. S'il existe une erreur dans cette 
évaluation, il est évident qu'elle ne doit être que la neuvième partie 
de celle dont peut être affeclée la neuvième division; mais rien n'em- 
pêche de rendre cette erreur beaucoup plus petite et même de 
l'atténuer, en portant l'arc à mesuier un plus grand nombre de fois 
6ur la circonférence. 

Ce moyen fort ingénieux de trouver, par des opérations répétées, 
le rapport d^un arc à la circonférence dont il fait partie, est du à 
Fastronomc Maycr ; mais Borda en fît une application très utile dans 
la mesure des angles, en imaginant pour cet effet le cercle répétiteur 
dont nous avons déjà parlé, et qui réunit le précieux avantage d'éluder 
presqu'entièremeut les erreurs de la division, lorsqu'on multiplie 
suffisamment les observations. 

Un cercle de 45 centimètres (16 pouces) de diamètre suffît poiu: 
les opérations les plus délicates de la Géodésie, et son iimbe com- 
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prend aisément 4ooo parties égales, dont loSovment le grade ou le 
degré décimal. Dans un cercle de cette dimension , et même daus les 
cercles plus petits, la lunette supérieurcu^j? (planche III) est adaptée 
à on châssis formé de deux règles ou alidades rectangulaires. On 
évalue les fractions des plus petites parties du limbe au moyen des 
divisions tracées aux extrémités des règles du châssis ; l'ensemble de 
ces divisions compose ce que l'on nomme le vernier ou le nonius. 
Pour concevoir l'usage du vernier, supposons que le limbe com- 
prenne 4ooo parties, et par conséquent 4oo grades; et que g de ces 
parties embrassent les lo parties du vernier : alors quand la première 
lime du vernier, qu'on nomme index on ligne de foi, sera exactement 
sur une ligne de division du limbe, sur le 4o® grade par exemple, la 
seconde ligne du vernier sera en arrière de sa correspondante sur 
le limbe, d'un dixième de décigrade ou d'une minute centésimale. 
Si donc on faisait avancer la lunette supérieure suivant l'ordre de la 
graduation , et de manière que toutes les lignes du vernier coïnci- 
dassent les unes après les autres avec celles du limbe, on lirait 
successivement 

4</,o, 40^,01 , 4o',oa , 40^, 1 ; 

puisque l'index, partant du4o* grade, aurait parcouru tj , ensuite 
T^j •h'i tV-— ît d'un décigrade, ou de la plus petite partie du limbe. 
Le vernier donne donc dans ce cas les centièmes du grade ou les 
minutes. On peut même avoir par estime des millièmes ou des 
dixaines de secondes. En général, si le vernier contient n parties, il 

donnera -i—^de la plus petite partie du limbe; et par conséquent une 

partie du vernier sera à celle du limbe dans le rapport de n— 1 : 7?. 
Ordinairement les dix parties principales du vernier sont chacune 
divisées en deux également, pour rendre l'estime plus sûre. 

Il suit de là que si un cercle était d'une petitesse telle que le grade 
ne pût être partagé qu'en 5 parties égales, chacune d'elles représen- 
terait un arc de %o minutes centésimales, ou ao centigrades; ainsi, 
le vernier composé de 10 parties donnerait les minutes de â en 3. 

Afin de pouvoir lire aisément le vernier, on se sert d'un micros^ 
cope ou d'une loupe qui grossit les objets; et même pour rendre les 
traits plus distincts, on est quelquefois obligé d'éclairer la partie du 
cercle où l'on doit lire, par un reflet de lumière provenant d'un 



i44 TRAITÉ DE GÉODÉSIE, 

morceau de papier que Ton expose au-dessus du limbe , dans une 
situation convenable. Cela est sur-tout indispensable lorsque les 
divisions sont tracées sur l'argent , parce que l'on obtient de cette 
manière un blanc mat qui ne fatigue point la vue. Dans les cercles 
français, chaque microscope est ordinairement adapté au châssis 
des yerniers ; mais il est beaucoup plus commode d'en placer deux 
aux extrémités d'une branche mobile, assujétie à tourner autour du 
centre du limbe. 

L'agrafe qui accompagne chaque lunette sert à la rendre fixe sur 
le limbe de l'instrument. Pour cet efiet, l'on fait tourner dans le sens 
^^onyenable les vis de pression/?, p^ (planche Y I).Quand on commence 
à éprouver de la résistance , on est sur que la lunette ne peut plus 
se mouvoir indépendamment du limbe. 

A chaque agrafe est adaptée une vis de rappel 12, i{^, au moyen de 
laquelle on fait avancer ou reculer lentement la lunette. 

Chaque lunette porte à ses extrémités deux verres convexes 
d'inégales dimensions. Celui qui a le plus grand diamètre se nomme 
Xohjectif; c'est le verre qui est traversé le premier par les rayons 
lumineux venant de l'objet L'autre verre ou lentille, se nomme 
Yoculaire, parce que c'est à travers cette lentille que l'on regarde 
directement. 

L'objectif est formé de deux verres de différente espèce; le pre- 
mier, de verre ordinaire ou de crown-glass, est convexe , et placé 
tout-à-fait aubout de lalunette; le second, de ztisXaXoxiàiàJlint-glass, 
est concave et placé du côté de l'oculaire, de manière à emboîter 
exactement la convexité du premier. Les lunettes qui ont un pareil 
objectif sont dites achromatiques, parce qu'elles ne produisent au- 
cun iris autour de Timage de l'objet, et que la vision est alors très 
nelte, sur-tout vers le centre de l'objectif 

On a imaginé en Bavière , il y a peu de tems, un procédé pour fairs 
le flint-glass , et il paraît qu'on l'obtient de très bonne qualité, c'est-à- 
dire très dense et sans stries. On en fait aussi d'excellent en France. 

On appelle champ de la lunette, tout l'espace circulaire que l'œil 
y découvre : il est utile qu'il soit le plus grand possible. Les meilleures 
lunettes sont celles qui offrent un fort grossissement. 

Dans les lunettes à deux verres convexes seulement, les objets 
sont vus renversés , et plus clairement que dans celles où il sont vus 
droits, à l'aide d'un plus grand nombre de lentilles. On n'en adapte 
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pas d^autres aux iostrameDS de Géodésie et d'Astronomie. Ce ren- 
versement de l'image n'a aucun inconvénient, parce que l'on est 
bientôt accoutumé à discerner les objets dans cette situation. 

L'objectif de ces lunettes est ordinairement adapté à une pièce 
cylindrique mobile , enveloppant l'extrémité du canon. Nous indi- 
querons tout à l'beure l'usage de cette pièce. 

Le lieu intérieur de lalunette où viennent se peindre avec beaucoup 
de netteté les objets extérieurs, se nomme \^ foyer de l'objectif: on 
tire ou bien l'on enfonce le petit tube qui porte l'oculaire , jusqu'à ce 
que cette circonstance ait lieu. La distance de l'oculaire à l'objecti^ 
varie selon la vue de l'observateur. 

Le réticule y placé près de l'oculaire et au foyer de la lunette , est 
un diaphragme ou petit anneau de métal dont les diamètres rectangu- 
laires, un peuplus petits que ceux de la lunette, sont représentés par 
deux fils de soie, d'araignée, ou d'argent. Cet instrument a la pro^ 
priété de se mouvoir perpendiculairement à l'axe de la lunette, et de 
s'incliner d'un demi-quadrant.S'il arrivait que ces fils donnassent lieu 
à une parai/axe^ c'est-à-dire que leur imagis parût éprouver du dé- 
rangement àPégardde l'objet que l'on fixe, lorsque l'on regarde par diP^ 
férens points de l'ouverture de l'oculaire; alors on ferait mouvoir 
en avant ou en arrière, et parallèlement à elle-même la pièce qui 
entraîne l'objectif, de manière à en ramener le foyer à l'endroit même 
des fils supposés fixes. Au contraire, quand ces fils sont mobiles 
dans le sens de la longueur de la lunette, on les rapproche ou on les 
éloigne de l'objectif jusqu'à ce qu'il n'existe plus de parallaxe. 

Les extrémités du cylindre X (pi. III et VI) traversent lesboutsdes 
slîpportsZ,Z^ Ce cylindre en tournant, incline l'axe Fplacé peq)en- 
diculairement au centre du cercle auquel il sert de pivot. Pour in- 
cliner le cercle à volonté, et le conserver dans la position que Pon 
juge convenable de lui donner , on desserre d'abord la vis P du quart 
de cercle attaché au cylindre Xj ensuite on la serre quand on a 
obtenu l'inclinaison désirée. II est utile qu'il y ajt aussi une vis de 
rappel à ce quart de cercle , pour lui procurer un mouvement lent 
analogue à celui qu'on peut donner aux lunettes. 

«Dans les cercles de Borda, l'axe l^traverse une espèce de' boîte TV 
qui porte le nom de tambour, et dans laquelle est enchâssé un plomb 
servant de contre-poids au cercle, pour le tenir en équilibre daijs le 

I. '9 
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cas on Pon oublierait de faire agir la pioee P pour fixer le quart de 
cercle C au support Z. 

Le périmètre du tambour est dentelé , de manière qu'a Faide de la 
vis sans fin /f^(pl. Y) qui engrène dans cette dentelure^ on £dt tour- 
ner lentement le cercle et les lunettes, sans que la colonne S parti- 
cipe à ce mouvement. Cette vis- sans fin, que l'on nonune aussi vis 
tangente, se détache du tambour au moyen d'un pivot tournant 27^ 
auquel est fijLée une petite pièce d'acier fidsant l'office d'un levier. 

Les supports Z , Z' sont unis par une traverse , et forment ce que 
l'on nomme la fourchette. Cette traverse se fixe à la colonne de 
l'instrument, en la plaçant sur le talon qui termine cette coloime, et 
en l'arrêtant par le moyen des vis Hj EP. On voit donc que l'instru* 
ment est composé de deux parties qui peuvent être réunies ou sépa- 
rées à volonté : on les sépare pour les emboîter et les transporter 
plus commodément. 

Le pied de la colonne est placé au milieu d'un cercle denté z zf^ que 
Ton nomme cercle azimutal. Ce cercle est établi à demeure sur le 
pied de l'instrument , composé de trois branches ^, f^'y ^". Le bas 
de la colonne entraîne par son mouvement de rotation une alidade 
zz' ( pL YII, n* a) , à l'une des extrémités de laquelle est un vemier qui 
sert pour estimer les parties des divisions du cercle azimutal. La pince 
K est destinée à arrêter ce mouvement, tandis que la vis d'engrenage, 
ou le pignon O, sert à le procurer. Quelquefois le cercle azimutal 
tourne avec la colonne, et pour lors le vernier est fixe. 

Il résulte de ce qui précède, i*". que les deux lunettes peuvent être 
rendues fixes ou mobiles indépendamment l'une de l'autre ; a^ que 
la colonne étant immobile , le limbe peut tourner rapidement ou 
lentement autour de l'axe Y^ si l'on désengrène ou si l'on fidt agir 
la vis du tambour; S"", que tout l'instrument peut tourner de la même 
manière sur sa colonne ; 4*. enfin que le limbe s'incline dans deux 
positions difTcrentes, au moyen du quart de cercle et des vis du pied* 

Il nous reste à parler du grand et du petit niveau. 

Le premier dJX^X. Y), adapté invariablement à la lunette inférieure 
ji'B\ est composé d'un étui en cuivre recouvrant en partie un tube de 
verre fermé hermétiquement , et contenant de l'alcool ou de réther, 
et une petite quantité d'air ou de vapeur de la liqueur, qui prend vêts 
le milieu du tube une forme plus ou moins oblongue, suivant la tem- 
pérature de l'atmosphère. La justesse de cet instrument dépend 
sur-tout de sa sensibilité; on entend par là la grande facilité avce 
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kujaetté la'^bdle 3Vir cpiitte le milieu datube pour se rendre à son 
extrémité b plus haute , lorocfu'on donne la plus petite inclinaison 
à cetiAe.CettesensibiUtéM manifeste d'autant plus que la buUeest plus 
longue et que le tube est d'un; plus grand diamètre. Il faut cependant 
que cette sensibilité ait des bornes , car si la paroi intérieure du tubo 
était cylindrique, la buUe d'air, hors le cas^ d'équilibre , se précipite* 
raittou|oure^Vextrémitésupérieuredelacolonnefluîde,etilseraitd'ait 
leursextrèm^nent difficile delà rendre stationnaireau milieu du tube. 
Feu M. de Chezy^ ingénieur de^pants etchaussées^reconnutle premier 
que pour remédier è eetiseonyénient^etfeire«n«orte<iue l'écartde la 
bulte d'air fût proportionnelaux degrés d'inclinaison de î'axedu niveau, 
il allait donnera Vîntérieur du tube, dan& le sens de sa section lon- 
gitudin^e , la forme d'un «rrc de cercle d'une très légère couf bure. 
On juge que le niveau est talé^ c^est-ànâire que la bulle' d'air est 
stationnaire au milieu du tube, lorsque les extrémités de t^ette bulle 
rqiondentaux mêmes numéros qui désignent les divisions tracées 
symétriquement- sur le tébe, ou sur une petite règle tl'ivoire ou 
de métal placée au - dessus du niveau. Les plus petite» parties de 
cette règle-sont or^nairemettt des millimètres, et le point zéro est au 
milieu du tube. * Il n'y a que l'expérience qui puisse fhire tx>nnaitne 
conyi)ien de partie» doit' parcourir la bulle en partant du milieu du 
tube, pour que Fiaôlinaison de l'axe du niveau soit de 1''. On verra 
par la soite' comment l'on^fàit cette expérience. M. Fortin, l'un de 
nos plus habiles artistes, construit des niveaux à tubes rèdés^ qui 
: ont «ne grande sensibilité. 

'Le petit niveani^ (p^*'^^) ^1^ construit d'après le même principe 
: que le> précédant, et il estplacésur Vaxe JTdu cercle ; l'une de ses ex- 
Ltrémités est fixée â une charnière, mais l'autre extrémité peut être 
soulevée par le moyen d'une vis. Ce jeu est nécessaire pour caler ce 
niveau, lorsque le limbe du cerclea été disposé verticalement à l'aide 
d'un fil-à-plomb suspendu. à une pince qu'on adapte, à la circonfé- 
rence dU limbe. Pour, que cette verticalité ait lieu , il faut que. le 
' fil-à-plomb balte librement sur la ligne tracée autour de la petite 
^e '^^la seconde pince accrochée au point ie plus bas de la cir- 
coijAfêrencedôntlls'agit. Lorsque l'artiste a eu le soin de tourner le 
<ier6le sur son axe même , il est plus exact , pour mettre le plan de ce 
cercle dans une situation verticale, de disposer l'axe horizofitalcmGQt 
au moyen d'un niveau à buUe rd'air.que Ton y suspend. 
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j i4. Le cercle de Borda, tel que nous venons de Te décrire , est 
extrêmement précieux en Géodésie et en Astronomie ^ à cause de 
Fexactitade des résultats auxquels il conduit lorsqu'on sait en fiiire 
un bon usage. Néanmoins , il n'est pas exempt de quelques iob- 
perfections, et l'une des plus grandes, selon nous, est dans l'eflfet 
de la vis tangente; car si en la Élisant engrener, il arrive qu'un 
de ses filets tombe précisément sur un de ceux du tambour , Iç 
cercle éprouve un ébranlement subit et violent aussitôt qu'il re^ 
çoit un petit mouvement de rotation par le moyen de cette vis, en 
sorte que les lunettes sont transportées tout à coup bien au-delà des 
points auxquels on vise; mais on corrige ce défaut en substituant une 
pince à la vis tangente, comme le fait maintenant M. Bellet. Un autre 
inconvénient, c'est que la colonne est si longue, que le cercle oscille 
par un vent faible, ou par le moindre cboc; mais fl est des artistes 
cjui remplacent cette colonne par un axe en fer, soutenu par trois 
branches de cuivre Ëiisant les fonctions d'arcs-boutans : alors le cercle 
a dans toutes ses positions une grande solidité. Tels sont les cercles 
astronomiques de MM. Lenoir et Fortin. > 

M. Relchenbach, artiste très distingué de Munich, construit, de* 
puis plusieurs années , des cercles répétiteurs qui ont aussi acquis 
une grande réputation. Ils sont principalement remarquables par 
l'exactitude de la division, la bonté des vis de rappel, et en ce que 
la lunette supérieure est adaptée à un cercle mobile tournant avec 
la plus grande liberté dans un autre cercle gradué. Le grand cercle 
astronomique que cet artiste a construit pour M. Laplace , et qui 
est établi à l'Observatoire royal, est un chef-d'œuvre d'exécution. 
M. Fortin en construit un autre, d'après les principes deM.Trought(m : 
on a tout lieu d'espérer que ce nouveau cercle mural rendra de 
grands services en Astronomie. 

De la mesure des angles entre deux objets. 

11 5. Avant de procéder à la mesure d'un angle , il est essentiel de 
s'assurer si les axes optiques des lunettes, c'est-à-dire si les droites 
menées par le centre de réfraction de chaque objectif et llntertfectîon 
des fils des réticules, sont exactement paraUèles au plan du limbe : 
pour cela, on se sert d'une lunette d^épreuve.Celte lunette ep (pLIV), 
qui n'a qu'un fil , traverse deux plaques quarrées qq'^ parfaitement 
égales. Lorqu'elle est placée sur le Kmbe disposé horizontalement,. 
QU voit à quelle ligiie distincte d'un objet très éloigné son fil horizontal 
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tepond; et si, en la renversant sur les faces qq opposées à .edUes jq'q' 
ce fil passe par la même ligne apparente, on est sûr alors que Taxa 
optique est exactement parallèle au limbe. Si au contraire cette 
qpreuye £iit connaître que Taxe optique passe par une autre ligne, il 
sera nécessaire dans ce cas d'élever ou d'abaisser le réticule de la lu- 
nette de la moitié de la distance des deux lignes observées; ce qui se 
Ëiit au moyen d'un tourne*vis qu'on implante dans la tête dïe la vis 
de rappel de ce réticule. Cette vérification étant faite , et la lunette 
d'épreuve restant dans la même situation, l'on dirige sur sa ligne de 
repère, les deux lunettes de l'instrument; et si les fils horizontaux de 
leurs réticules, ou bien si les intersections des fils inclinés d'un demi- 
quadrant n'y répondent pas , on lés y amène au moyen des vis de 
rappel r des réticules ; après quoi les axes optiques des trois lunettes 
se trouvent parallèles au limbe.. ... 

On peut se passer de lunette d'épreuve par le procédé suivant. Après 
avoir rendu vertical le plan du limbe et mis le cercle azimutal dans 
une position horizontale , à l'aide d'un petit niveau nn^, on amène la 
lunette supérieure sur un objet éloigné, ensuite onfoit fidre exacte- 
ment une demi-révolution à l'instrument, puis l'on ramène la lunette 
sur l'objet ; alors si l'intersection des fils du réticule s'est écartée du 
premier point de mire dans le sens horizontal, cela vient évidemment 
de ce quel'axe optique n'est pas parallèle au plan du limbe; dans ce 
cas l'on amène l'intersection des fils au milieu de l'intervalle, à l'aide 
de leur vis de rappel. Pour vérification l'on recommence cette opéra- 
tion plusieurs fois, et quand on est sûr que le parallélisme existe, il 
ne reste plus, pour l'établir relativement à la lunette inférieure, qu'à 
&ire coïncider son axe optique avec celui de la: lunette supérieure. 
Ce procédé, dont il est &cile de se rendre raison , serait exact sans les 
imperfections peut-être inévitables de l'instrument; aussi vaut-il 
mieux, pour plus de sûreté, recourir à la lunette d'épreuve. 

Lorsqu'on doit observer une flèche, on trouve quelquefois qu'il est 
plus commode et plus exact de l'amener à l'intersection des fils in- 
clinés, ainsi qu'il vient d'être dit. Mais il est à propos de remarquer 
que de quelque manière qu'on dispose ces fils pour l'observation, il 
&ut préalablement les vérifier dans la situation qu'on aura adoptée, 
parce que, comme ils ont dans chaque lunette un mouvement com- 
mun, il arrive souvent que par un petit dé&ut de construction leurs 
intersections ne répondent par précisément au même point, dans les 
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doux iMMitiMê • que Pon peut . donner ncL réticnlas ; : et - ctet ce <|iii 
ferait ipieies^nglesMreieat coursât obeenrés^dans an pianautra 
qite celui «urileqMi on compte les grades ou les «tegrés. Enfin, il est 
important ée rendre 'Pob|eetif fixe à fégard dutobe de la lunette; 
cAf, conime!ie««entre de figure et celui de réfimction ne eomdideiit 
pas toujours, 'Vaxe»optique^seidénangerait dans le cours d'une ob- 
servMiokiy'Sirdbjeetifyenaîtà touftier sur luMnême. 

Mamteiiànt , pour mesurer un^ atigle entre lieux objets terrestres , 
il &Ut d'abord amener tes ffl:«8 optiques des lunettes dans le plan de 
cet angle, et les y cotiserveir pendant tout te coure de robservation. 
PMiroet «Sët, l'éncominence par di^ioser le limbe du cercle de 
tmaniére que^son plan passe à très peu. près par les deux points de 
mire ; or, c'dst a quoi V^no panricntea bompyaat à la meâimple, et 
inclinant seulement le limbe, en fidsant tourner nn peu, s'il ert 
nécessaire, tout l^strumentsur iaciUonne, fosqu^ ce que les objets 
paraissent à égales diàtances du limbe. Ensàite, Pun des observa* 
leurs (car' il est bon d'étrte deux, pour s'entr^aider et éviter beaucoap 
de ienteura et tàtonnemens) rendant la oobmneimmdisle , donne un 
aourement defrotabien auMmbe, jusqu'à ce que la lunette supé- 
rleupè fixée À zéro 'SOit- dans la ^dîpection de Pmi des ob)etsyde jodiui 
de droin^par exemple.Le second observateur de son côté, place la 
kioette inférieure, rendue libre, dans la direction de l'autre objet ;tt 
chacun choîsîsssnt «ne vis du pied de l'instrument, la plus'vowne 
du'vi^rtical de son oculaire, la fait mouvoir pour amener l^îmage 
de lV>b$et dms'te champ de sa kmette, et ensuite à intersection 
ides fils. 

Ge pnMédéeMi évidemment fondé>Mr ce principe qn'im plan- est 
dofliné de posid«n lorsquYl passe par deox drilles qui se coupent, 
ou' fersqne 'passant par un peint, ilestassujétrà étreparMiieÀces 
mêmes droites. Ceux qui commoicent à ^e usage du cercle, ont 
quelquefois de la peine à se rradre ce procédé fiimiKer , quoiqu'il 
^^it'fort simple, et qu'il réussisse d'autant mieux qu'on aeu lapré- 
catSftion de disposer une des brandies du pied dans la directî^i' de 
la ligàe ^i divise à peu prés en deux parties égales l'angle à mesnrer. 
Cependant s'ilarrivait que par' ufie position particulière du oerèïe, 
les deux raouvemens imprimés en même tetos aux d»» lunettes 
Avec les vis du pied se nuisissent «on tinuellement, il fandrafit déranger 
wn peu ladite€tiende5pieds,^fiade'détlTOrecet'eSët et deparve* 
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zrîr au but quW se propose d'atteindt^* M^Delâmbre tt donné une 
formule pour éviter les tâtonnemens à cet égprd^ mais* avec un .peu 
de pratique, on est toujours dispensé d'en faire usage. 

Supposons dbncque les axes optiques soiéiit dans le plante Pangle 
a mesurer, et que les divisions du limbe, selon l'usage en France , 
soient numérotées de gauche à droite; on amènera, i*. sur Tobjet à 
droite la lunette supérieure toujours fixée sur zéro, en faisant tourner 
le limbe, après avoir isolé la vis tangente des filets de la vis du tam- 
bour, ou desserré la pince qu'on lui a substituée; ensuite, en fhisant 
tourner cette vis lentement, lorsqu'elle aura été remise en action. 

a*. On amènera la lunette inférieure sur l'objet à gauche, d'a- 
bord en desserrant son agrafe pour la rendre libre, puis en disant 
jouer la vis de rappel de l'aigrafè rendue fixe : alors quand les deux 
lunettes seront exactement dirigées sur les deux objets, on aura la 
première partie de l'observation. 

3^ Sans déranger les lunettes, on desserrera la vis tangente, et 
Ton fera tourner le limbe en dirigeant la lunette inCerieure sur l'objet 
à droite; et pour l'y fixer, l'on fera engrener la vis tangente. De cette 
manière, l'objectif de la lunette supérieure aura été repoussé dans le 
même sens d'une quantité égalé à l'angle mesuré ; et s'il arrive que le 
cercle ne soit plus dans le plan des objets, on l'y remettra à l'aide des 
vis dû pied. 

4*. On amènera enfin sur l'objet à gauche, la lunette supérieure 
rendue libre, et on l'y fixera en serrant son agrafe j par ce moyen, 
cette lunette aura décri^un arc égal au double de celui qui mesure 
l'angle proposé. On lira l'arc parcouru par la ligne de foi du vemier , 
et la moitié de cet arc sera la mesure de l'angle observé, abstraction 
Élite toutefois de la petite erreur causée par l'excentricité des lu- 
nettes. 

Cette mesure s'obtient donc à l'aide de deux observations conju^ 
guées. Dans la pranière, la lunette supérieure est fixe à regard du 
limbe, tandis que l'inférieure est mobile. C'est tout le contraire dans 
la seconde observation. 

En répétant l'opération précédente i , a, 5, 4 • • • • fois, et partant 
toujours du point où la lunette supérieure est arrivée sur le limbe à 
la fin de la seconde observation conjuguée ou de l'observftfion paire , 
on aura évidemment le quadruple, le sextuple, FoctupliB,. etc., de 
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TaDgle, pourra qa'on ne néglige pas de tenir compte des circonle*' 
renées entières parcourues. 

116. Il existe un autre procédé pour mesurer un angle avec le 
cercle répétiteur j le yoicî. Au |ieu de fidre des observations croisées, 
comme çi*dessus, on fixe d'abord la lunette supérieure à zéro, et 
on la dirige sur l'objet à droite, ensuite on y amène la lunette in« 
fcrie we , qui ne sert plus alors que de repère ; et saos Ëiire tourner 
le limbe, on pointe la lunette supérieure, rendue libre, sur l'objet à 
gauche, ensuite on la fixe. De cette manière, l'angle est mesuré exac* 
tement par l'arc que cette lunette a parcouru lorsqu'elle n'a point 
è! excentricité, c'est-à-dire quand le plan mené par l'axe YAxx cercle 
(pi. III) contient en entier l'axe ab de cette même lunette. Si l'on veut 
continuer d'observer l'angle proposé, pour compenser les erreurs 
du pointé , et atténuer sur-tout celles des divisions du limbe , on fera 
tourner l'instrument en désengrenant la vis tangente, afin de ramener 
la lunette supérieure sur l'objet à droite, et on l'y fixera. On y ra- 
mènera la lunette inférieure pour la faire servir de repère, et ensuite 
on dirigera, comme la première fois, la lunette supérieure, rendue 
libre, sur l'objet à gauche. Alors la ligne de foi du vernier de cette 
lunette marquera le double de l'angle observé. On peut continuer 
d'opérer de la même manière pour avoir le triple, le quadruple, etc.^ 
de cet angle ; mais ce procédé exige évidemment plus de tems que 
par les observations croisées, lorsqu'on veut atteindre le même 
degré de précision. 

117. Dansles grands cercles, la lunette supérieure entraine ordi- 
nairement 4 verniers disposés à angles droits , ou à peu près, afin de- 
pouvoir lire sur quatre points difierens de la circonférence du liknbe, 
et obtenir par là une moyenne plus indépendante des erreurs de la 
division et de celles de la lecture. Supposons, par exemple, qu'on 
Usç les quantités suivantes au commencement de l'opération : 



vemiers i**^ a^ 3« 4* 

(a) 0,000, 100,025, 199,985, 3oo,oi5, 

et qu'après la dixième observation de l'angle, ces vemiers marquent 
respectivement les nombres suivans, en tenant compte des circon* 
férences en<lîires parcourues durant la série. 
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(b) 548^113, 648^,io8, 748^,100, 848',io5; 

on prendra le complément à l'unité, des parties décimales comprises 
dans la ligne (a), toutes les fois qu'elles ^appartiendront à des nombres 
au-dessous de 100, aoo ou 5ooj et Ton affectera tous les restes du 
signe négatif. Ici Pon aura '^ . 

1" a« 3« 4« 

• (a') H- 0,000, +o,oa5, — o,oi5, 4- 0,01 5. 

On procédera de même par rapport aux parties décimales comprises 
dans la ligne (6), si les nombres dont elles dépendent n*ont pas tous 
le même chiffre aux unités. Or, dans le cas actuel, cette circonstance 
n'ayant pas lieu, on a 



ire 


a» 


3« 


4« 


+ 0,113, 


-f- 0,108, 


-f- 0,100, 


-H o,io5. 



Ensuite on fera une somme des fractions (a' ), qui sera + 0,026, que 
l'on retranchera de celle des fractions (6'),, c'est-à-dire de -4- o,4a5 ; 
puis l'on divisera le reste + o,4oo par 4, et le quotient + 0,100 sera 
la partie décimale à ajouter au nombre 548^ j de sorte que le décuple 
de l'angle mesuré sera définitivement 548^, 100; donc l'angle simple 
s= 54^,810. 

On voit clairement par cette méthode, qui est générale, que le 
quart de la somme des nombres delà ligne (a') marque le point de 
départ d'un vemier woye/î parcourant l'arc moyen entre les quatre; 
tandis que le quart de la somme des nombres de la lighe {b') désigne 
le point d'arrivée de ce même vernier. 

Mais il y a moyen de simplifier un peu le calcul précédent. Pour 
cela, ajoutez toutes les décimales de la ligne (a') , et ôtezde la somme 
autant d'unités qu'il se trouvera de verniers marquant moins de loo^, 
ou aoo ou 5oo : ici l'oji a o,oa5. 

Ajoutez de même toutes les décimales de la ligne (&) , et êtez de la 
somme, ou ajoutezry autant d'unités qu'il y aura de nombres où le 
chiffre des unités aura une valeur moindre ou plus forte que celui 
qui se trouve dans le nombre marqué par la ligne de foi du premier 
vernier. Enfin, de cette somme, ainsi diminuée, ou augmentée s'il 
est nécessaire, soustrayez la première et divisez le reste par 4, c'est- 
I. ao^ 
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à-dire par le nombre des verniers j le quotient sera la partie décimale 
moyenne cherchée. 
Voici le cas. Au commencement les vermers marquaient 

0,000, 100,001, 199>998> 3oo,oo3; j 

« 

à la fin de la dixième observation , ils indiquaient 

^ 53aSooi, 63x^998, 73aSoo3, 833',oo3. 
Or dans la première ligne , la somme des décimales diminuée cre 

l'unité ; = ^^^ 

dans la deuxième ligne, cette somme dinûnué de Tunité = o,oo4 

diflcrence = o,ooa 

1 = o,ooo5 

Autre exemple. Au conmiencement, les verniers marquaient 
0,000, 100,001, 199,998, 3oo,oo5î 
à la fin de la dixième observation Ton avait 

421,998, 5aa,ooi, 621,997, 731,996- 

Or, lasonmie des premières fi*actions diminuée d'une unité ^= o^oosi 
celle des secondes fractions augmentée d'une unité. . . . =: 3,999 

différence = 3,990 

i = Q>9975 

de là arc parcouru == 4ai',9975, et angle mesuré 3= ^^ ^'^^^^ 

= 4aSi9975.* 

On peut aussi se dispenser de faire la soustraction indiquée, en 
prenant le complément arithmétique et à l'unité de la somme des 
parties décimales marquées par le vemier au commencement de la 
série; ou, ce qui revient au même et ce qui est plus simple, on lit 
le vemier à contre-sens , en mettant par la pensée 10 à la place de 
zéro, et réciproquement. Bien entendu qu'il &ut alors ôter du résultat 
autant d'unités qu'on a pris de complémens, si les verniers manfbent 
des nombres aunlessus de 100, aoo et 300^. 

A moins qu'on ait peu de tems pour observer, il est toujours utile 
dénoter tous les angles d'une même série, afin de pouvoir s'assurer 
de l'uniformité de sa marche. Yoici l'ordre que Ton peut suivre à 
cet égard : 
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352,167 
469,557 

586 ,.947 
704 ,338 

Bai ,729 

939, laa 

io56,5ii 

1173,901 



58#,6945 
6945 
6945 
6^46fi5 

6947 
694833 

694928 

695136 

696055 

696060 



VERNIERS 

an point 



de départ. 



d'arrivée. 



0,000 
o,oc6 
o^oo5 
0,008 



901 

904 
900 

90a 



1" 
a» 
3* 

4- 



3,607 
0,000'J 

0,996 feompi 
0,99a' 



Arc moyen 
parcouru = ii73»,897a5 ( 68^,6948636 j 



Somme 
Le quart 



3,689 
0,89736 






Il n'est pas nécessaire de lire les quatre vemlerç chaque fois qu'on 
veut inscrire un angle multiple ; i IsufRt de les observer au commen- 
cement et à la fin de la série, comme dans le tableau précédent. Ainsi, 
les fractions décimales des nombres de la seconde colonne ont seu- 
lement été indiquées par le premier vernier, à l'exception de celles 
du dernier nombre 1173,8975:2, qui sont le résultat de la combinaison 
des fractions insérées dans les deux dernières colonnes; combinaison 
faite d'après la troisième méthode exposée ci-dessus. 

Il n'arrive pas toujours que les séries de cette espèce soient aussi 
régulières que la précédente; car les vapeurs qui s'élèvent quelquefois 
durant l'observation, par l'action d'un soleil ardent, produisent des 
ondulations qui font paraître les objets mobiles, et qui nuisent par 
conséquent à l'exactitude du pointé. De là ces anomalies qu'on re- 
marque dans les séries d'un même angle. En général, les meilleures 
observations ont lieu pendant l'absence du soleil. 

118. Dans les triangulations du premier ordre, il est convenable 
de prendre plusieurs séries d'un ,méme angle à des jours difierens ; 
mais 5 séries de ao observations, chacune prise dans les circon- 
stances favorables et avec un cercle de 35 centimètres de diamètre , 
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5ont toujours suffisantes. NéaumoiDS, comme le plus souvent elle» 
difierent entre elles, on en prend la moyenne arithmétique. 

Il n*est peut-être pas inutile de dire qu'on entend par moyenne 
arithmétique, le quotient qu'on obtient en divisant par le nombre 
total des observations la somme des produits du nombre des ob- 
servations d'une même série , multiplié par l'arc parcouru sur le 
limbe. Si, par exemple, n est le nombre des observations de la pre- 
mière série, et A l'arc parcouru ; que/i' et A^ soient relatifs à la se- 
conde série; que 7l" et ud^" se rapportent à la troisième série; l'angle 

moyen sera '^^L^'T^i — • En faisant chaque série d'un même 

nombre d'observations, la règle est plus simple, puisqu'il ne s'agit 
que de diviser la somme des résultats par leur nombre. 

De la mesure des distances zénitales. 

119. La distance au zénit d'un objet est le complément de sa hau- 
teur angulaire, ou sa dépression augmentée de 100 grades, ou, ce 
qui revient au même, l'angle entre cet objet et le zénit de l'observa- 
teur. Avant d'observer une distance zénitale , on mettra le limbe du 
cercle dans une situation verticale ainsi qu'il suit. 

On disposera l'axe JTdu limbe (pi. VI et V) dans une position à peu 
près horizontale , en desserrant la pince du quart de cercle et en 
renversant le limbe : ensuite , après avoir amené la bulle d'air du 
grand niveau dfoM milieu du tube , ce qui se fera d'abord en rendant 
libre la lunette inférieure, puis serrant son agrafe et faisant usage 
de sa vis de rappel, on fera tourner tout l'instrument sur sa colonne 6^ 
de manière que Tindex , ou la ligne de foi du cercle azimutal zz'^ 
partant de la ligne de division qui se trouve vis-à-vis un des pieds 
de l'instrument, de f^^av exemple, parcoure une demi-circonfé- 
rence. Si , dans cette état, la bulle d'air, après quelques oscillations, 
ne se fixe pas d'elle-même au milieu du tube, l'axe de la colonne ne. 
sera pas dans un plan vertical; alors on fera la correction moitié avec 
la vis du pied /^ qui se trouve précisément au-dessous du grand 
niveau, moitié avec la vis de rappel K de la lunette inférieure. 

On ramènera l'index du cercle azimutal au point de départ; et si, 
dans cette première position, la bulle ne conserve pas le milieu du 
tube, on fera la correction qui vient d'être indiquée. On continuera 
cette épreuve jusqu'à ce que la bulle revienne d'elle-même entre ses 
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repères dans les deux positions de Tinstrument^ Alord Taxe de Ih 
colonne sera dans le plan vertical passant par zz'. 

Ensuite, si après avoir placé Findex à loC du point où il se trouve 
maintenant , la bulle ne rentre pas entre ses repères , on Vy ra-* 
mènera en feisant la correction moitié avec la vis f^\ moitié avec 
lavis /^'', c'est- à -dire en élevant Tune et abaissant Tautre d'une 
égale quantité. De cette manière, Taxe S de la colonne du cercle so 
trouvera à la fois dans deux plans verticaux, et sera par conséquent 
vertical. Ainsi, quelque part que soit placé l'index du cercle azimutal , 
la bulle reviendra au milieu du tube pour s'y fixer. Cependant, si 
l'instrument a quelque petit dé&ut de construction , ou bien si l'opé-» 
ration que Ton vient d'indiquer n'a pas été faite avec toute l'exactitude 
possible, la bulle sera errante, lorsqu'on fera tourner la colonne <^ 
et qu'on arrêtera l'index sur différens points de la circonférence j il 
faudra donc pour la rendre stationnaire au milieu du tube, faire de 
légères corrections, en procédant comme ci-dessus. Au surplus, la 
verticalité de la colonne n'est pas d'une nécessité abs^ue ; elle dis- 
pense seulement de caler sans cesse les niveaux quand on observe 
une distance au zénit. 

£nfin, l'on mettra avec beaucoup de soin le limbe de l'instrument 
dans une position verticale , à l'aide du fil-à-plomb dont il a été parle 
à l'art. 1 13; ou mieux encore, au moyen d'un niveau à bulle d'air dis- 
posé pour cet effet. Alors si le petit niveau gh que porte l'axe l^du 
cercle est incliné à l'horizon , on le calera au moyen de la vis de rappel 
qui y est adaptée, et l'on serrera la pince du quart de cercle, afin que 
le limbe ne puisse plus se déranger à l'égard de l'axe de la colonne. 
Lorsqu'en manœuvrant l'instrument , l'horizontalité du petit niveau 
n'aura plus lieu, on la rétablira en tournant dans le sens convenable 
la vis du pied qui se trouvera à peu prés dans la direction de ce ni- 
veau , et cela afin de remettre le limbe vertical. 

Maintenant, pour mesurer une distance.au zénit, l'observateur 
fixera à zéro l'un des verniers de la lunette supérieure, et placera 
cette lunette à sa droite, si les divisions de l'instrument sont numé- 
rotées de gauche à droite; ensuite, il la dirigera sur l'objet, en déta- 
chant la vis tangente, puis &isant engrener cette vis pour procurer un 
mouvement lent à cette lunette. Alors l'aide observateur placera ho- 
rizontalement la lunette inférieure qui porte le grand niveau, en la 
faisant mouvoir indépendamment du limbe. Lorsque la bulle restera 
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tfu milieu du tube , en même tems que le point de mire sera sous le 
fil horizontal du réticule, ce que chaque obserrateur saura eo 
s'avertissant mutuellement, on aura la première partie de l'obsenra- 
tion, et le cercle sera à la droite de celui qui pointe sur l'objet. 

On fera ensuite tourner tout l'instrument sur sa colonne , jusqu'à 
cequerindexdu cercle azimutal ait parcouru une demi-circonférence^ 
c'est*à-^re que le limbe soit à la gauche de l'observateur dans le 
vertical de Fobjet; et pendant que l'aide observateur, toujours placé 
à l'opposé des divisions du limbe, ramènera la lunette inférieure 
dans la position horizontale pour caler le grand niveau, en faisant 
tourner le limbe à l'aide de la vis tangente du tambour , l'observateur 
fera mouvoir la lunette supérieure, qu'il aura rendue libre, jusqu'à 
ce que le point de mire soit exactement sous le 61 horizontal. Pour 
parvemr à ce but, il aura soin de serrer l'agrafe de cette lunette et de 
faire usage de la vis de rappel. Mais ce mouvement , imprimé à la 
lunette supérieure, aura pu déranger la bulle du grand niveau; il 
feudra donc || replacer entre ses repères, ou la caler en faisant tour- 
ner la vis tangente, et ensuite ramener l'axe optique de la lunette 
supérieure sur le point de mire , au moyen de sa vis de rappel. Lors** 
que le grand et le petit niveau seront calés, et que l'objet sera en 
même tems sous le fil, on aura la seconde partie de l'observation ^ 
et l'arc parcouru par le vemier de cette lunette sera le double de 
la distance zénitale cherchée. 

En effet, soit Cle centre du limbe (pi. V,n' 2), AB la direction de 
la lunette lors de la première observation, et CH la ligne horizontale 
déterminée par le grand niveau. Lorsqu'on tourne le limbe à gauche 
pour faire la seconde observation conjuguée, et que l'on cale de- 
rechef le niveau , la lunette supérieure prend la direction ^'13', c'est* 
à-dire qu'elle ftiit avec la ligne horizontale CfTle même angle qu'au- 
paravant, mais en sens contraire. Donc le point O, d'où l'on compte 
les grades, se trouve alors en O'; donc, si on détache la lunette su- 
périeure pour la ramener sur l'objet B , le point O' reviendra en O, 
en parcourant l'arc OZO'. Mais cet arc est évidemment le double de 
la distance zénitale ZCO cherchée; donc à la fin de la seconde obser- 
vation conjuguée, on a le double de cette distance. 

£n répétant plusieurs fois cette opération, et partant toujours du 
point où s'est arrêtée la ligne de foi du premier vemier à la fin de la 
seconde observation conjuguée, l'on parviendra au quadruple, au 
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sextuple, etc., de la distance zénifale, et Ton atténuera les erreurs 
du pointé et de la division, comme dans la mesure des angles entré 
les objets terrestres. 

Nous prescrirons de mettre, avant tout, une des branches du pied 
de l'instrument dans le plan de l'angle à mesurer; voici pourquoi. 
iDans la deuxième partie de l'observation , Ton est obligé, pour caler 
le grand niveau, de faire tourner le limbe autour de son axe; mais 
les filets de la vis tangente qui produit ce mouvement, étant trop 
espacés les uns des autres, il n'est guère possible d'amener exacte* 
ment par ce moyen la bulle au nûlieu du tube. Aussi, quand la cor- 
rection est légère, vaut-il mieux la faire avec la vis Y du pied, qui se 
trouve précisément au-dessous du grand niveau , et qui procure un 
mouvement très doux, sur-tout si, au lieu de celte vis, on fait agir 
celle de l'étrier ee^ sur lequel elle pose. On peut aussi, par la même rai- 
son,amener le fil horizontal de la lunette sur l'objet, avec cette même 
vis, lorsqu'on fait les observations impaires, puisqu'alors cette lu- 
nette est fixée au limbe. Ce mouvement de la vis dont il s'agit ne 
dérange pas le limbe de sa position verticale, ce qui est évident. 

lao. Malgré toutes ces précautions, il en est encore d'autres à 
prendre pour obtenir la plus grande précision possible. Par exemple, 
comme on n'est pas toujours sûr que le point de mire soit exacte- 
ment sous l'axe du fil, il importe, pour ne pas tenir compte de la 
demi - épaisseur *de ce fil, s'il est d'un diamètre assez sensible, de 
mettre successivement ses bords supérieur et inférieur en contact 
avec le point de mire; parce que si l'angle observé est plus petit dans 
l'observation impaire , il sera plus grand de la même quantité dans 
l'observation paire , ou réciproquement. 

De plus , comme il est commode de mettre le point de mire à une 
petite distance du fil vertical, et que rien ne peut faire juger de la 
parfaite horizontalité de l'autre fil, voici la manière de se prémunir 
contre l'erreur que causerait la petite inclinaison de ce dernier fil. 

Si, lors de la première partie de l'observation, le point de mire m 
(pi. V, n* i) paraît dans la lunette à la droite du fil vertical^/^, il sera 
réellement entre ce fil et le limbe, puisque les objets sont vus ren- 
versés ; et l'angle ff^Xreprésen tera l'erreur commise sur la distance 
zénitale, ^\Hh est la vraie position du second fil à l'égard de l'horizon- 
tale ^X Mais la lunette se renversant dans la deuxième partie de 
l'observation, il s'ensuit que le fil u^Zf sera incliné dans le même sens 
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par rapport à Fobsenrateur.Si donc Pod place Timage da point de mire 
en ot', c'est-à-dire à gauche du fil-^/^et de manière que ytm'^s^^niy 
la nouvelle erreur faite sur la distance au zénit sera=x^A, c'est- 
à-dire égale, mais de signe contraire à la précédente; ainsi, il y 
aura compensation. Il est donc évident que le point de mire se re- 
trouvera réellement entre le fil vertical et le limbe , et au même point 
physique. 

Dans tous ceci nous avons fait abstraction de Texcentricité de la 
lunette supérieure , p^ce qu'elle n'existe pas dans les cercles que Toa 
construit maintenant; d'ailleurs, eût-elle lieu comme dans la figure 
citée, la mesure des distances au zénit ne subirait pour cela aucune 
correction , parce que celle qui est relative à la seconde observation 
conjuguée est égale et de signe contraire à la correction qui se ma- 
nifeste pendant la prenûère observation, ainsi qu'il est aisé de s'en 
assurer. 

Les jlistances zénitales des objets terrestres servent pour réduire 
les angles à l'horizon, et Ëdre connaître les dififérences de niveau des 
stations. 

lai. Il arrive quelquefois que le lieu de l'observation ne permet 
pas de faire iaire au limbe une demi^révolution. Dans ce cas, on le 
laisse dans la position la plus favorable, et l'on mesure la distance 
zénitale, en faisant des observations successives analogues à celles 
décrites à l'art. 116 ; c'est ce que l'on concevra enopre mieux par ce 
qui suit. 

Après avoir mis le cercle dans une position verticale , dirigez la 
lunette supérieure, mise à zéro; sur un objet très éloigné; amejiez-y 
aussi la lunette inférieure, afin de rendre les deux axes optiques 
parallèles. Cela fait, et sans détacher du limbe la lunette inférieure, 
calez son niveau à l'aide de la vis tangente , puis rendez libre la lu- 
nette supérieure, pour lu pointer sur Fobjet dont on désire connaître 
la distance zénitale , et fixez-la dans cette position ; alors l'arc qu'elle 
aura parcouru sera l'angle de hauteur ou de dépression cherché. 

Pour doubler cet angle, refaites la même opération, comme si la 
lunette supérieure était fixée sur zéro. Cette lunette parcourra ensuite 
un nouvel arc qui, ajouté au premier, sera la mesure du double de 
l'angle cherché. On pourrait de même se procurer le triple, le qua- 
druple, etc., de cet angle. Mais l'on conçoit bien qu'il sera aflfècté 
d'une erreur occasionnée parle défaut do parallélisme de l'axe optique 
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de la lunette ioférieure et de l'axe de son niveau, qui est dépourvu 
de moyens de rectification : c'est là ce qu'on nomme l'erreur de 
collinutUon. 

ma. Cest ici le cas de dire comment on détermine le degré de 
sensibilité dû grand niveau. Pour cet effet, mettez le limbe vertical, 
comme pour prendre une distance auzénit; fixez la lunette supérieure 
à zéro, et dirigez-la sur un objet quelconque, en faisant tourner le 
limbe avec la vis du tambour, jusqu'à ce que cet objet soit sous le fil 
horizontal. Desserrez la lunette inférieure, pour* amener une des 
extrémités de la bulle du grand niveau vis-à-vis le trait de division 
extrême de la règle qui supporte ce niveau, et voyez si la lunette 
supérieure ne s'est pas dérangée. Ensuite faites tourner la vis du 
tambour, jusqu'à ce que la même extrémité de la bulle arrive à l'autre 
trait de division extrême, pourvu toutefois que l'autre extrémité de 
la bulle n'atteigne pas celle du tube. Ensuite, ramenez la lunette su- 
périeure sur le point de mire , en faisant usage de sa vis de rappel. 
Enfin, lisez le nombre de parties de la règle parcouru par la bulle : 
ce nombre n sera celui qui correspond à l'arc décrit par la lunette 
supérieure.Mais cet arc étant trop petit pour pouvoir être lu exacte- 
ment , recommencez la même opération comme si la lunette suné- 
rieure partait de zéro , et vous aurez le double de l'angle correspondant 
au même nombre de parties d'inclinaison du niveau. Continuez de 
la. même manière jusqu'à ce que vous ayez, par exemple, le décuple 
de l'angle cherché. Enfin, divisez cet angle ji par le nombre n de 

parties, et le quotient -sera le nombre de secondes correspondant 

à une partie d'inclinaison du niveau. 

On est sur-tout obligé d'évaluer cette inclinaison, lorsque Ton 
opère avec un cercle à niveau fixe. Ce niveau , au lieu d'être adapte 
à la lunette inférieure , est fixé sur la colonne , et se trouve par con- 
séquent tout-à-&it indépendant du limbe. Il est des observateurs qui 
préfèrent de beaucoup le niveau fixe au niveau mobile; parce que, 
d'après cette nouvelle disposition, l'on observe avec une très grande 
promptitude les distances zénitales des astres. 

ia5. Pour observer avec un niveau fixe, on desserre la vis du 
tambour, afin de donner toute liberté au limbe de tourner lorsqu'il 
est vertical. Cependant on peut l'arrêter au besoin^ au moyen d'uno 
1. ai 
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forle pince ^ qui &it corps avec la colosae^ ou bien lui imprimer irn 
mouveraieitt de rotation très lent, à Taîde d'une vis derappd adaptée 
à cette pince^ Quant au grand niveau qui est y comme nous venons 
de le dire, fixé sur la colonne et entièrement isolé du cercle , il ne sert 
que pour mettre vertical Taxe de cette colonne , ou pour en iaire 
connaître Tinclinaison. Ce niveau a aussi sa vis de rappel pour le caler, 
et est placé parallèlement au limbe. 

Ceci étant bien compris, voici la manière de mesurer l'inclinai- 
son de Taxe de la colonne , et d'évaluer son efilët sur les distances 
zénitales. 

Représentons par B la longueur actuelle de la bulle d'air du niveau , 
et supposons que l'artiste ait eu le soin de mettre le zéro de Pccbelle 
exactement au milieu de cette bulle, lorsque le tube est horizontal. 
Dans cette position, les extrémités de la bulle marqueront les mêmes 
nombres; et si on retourne le niveau bout pour bout sans changer la 
position du plan sur lequel ce niveau repose, la bulle, après quelques 
oscillations, rentrera entre ses repères. Mais si on élève une des 
extrémités du niveau, l'extrémité droite par exemple, la liqueur 
obéissant à la loi de la pesanteur se déplacera, et portera la bulle 
vers la partie élevée ; en sorte que Fextrémité droite de cette bulle 
marquera ^ B + x = D parties de Téchelle, tandis que l'extrémité 
gauche marquera ^B — x= (7 ; puisque nous supposons que le tube 
est bien calibré, et que la bulle, pendant l'expérience, conserve sa 
longueur. Or, x désignant, en parties de l'échelle, l'inclinaison de 
l'axe du tube, on a ax = Z> — G; c'est-à-dire que le double de cette 
inclinaison est égal à la différence des nombres marqués par les 
deux extrémités de la bulle, quand le plan sur lequel s'appuie le niveau 
est horizontal. 

Mais donnons au plan , dans le sens de la longueur du niveau ^ 
une inclinaison/ telle que l'extrémité droite de la bulle marque 

alors l'extrémité gauche niarquera 

\B-x-y=G. 

Maintenant si nous retournons bout pour bout le niveau, sans rien 
changer d'ailleurs à la position du plan , l'extrémité droite de la bulle 
donnera 

iB-x+:y=:Dr, 
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cette dâ gauche donnera au contraire 

ainsi , de ces quatre équations Ton tirera 



ax = 2> — Z>,, ou X 



a » 



ax = G. — G, ou 5C=— 4 — , 



^y=LD — G., ou 7 
2y=A— G , ou j^ 



D,^G 



de là les deux règles suivantes, doonées^parM. Delambre (^^^no-* 
mie^ tom. I, p. 8a). 

i/". Le double de l'inclinaison du tube est égala la différence 
des deux nombres de là droite j le second nombre se retranche du 
premier. 

Si X est positif, le bout du tube qui était d^abord à droite', est 
plus élevé que celui qui était à gauche; si x est négatif, c'est le 
contraire. 

a*. Le double de V inclinaison du plan sur lequel s'appuie le 
niveau, est égal à la différence des nombres indiqués successive^ 
ment par rextrémité qui était d'abord à droite; le second 
nombre se retranche du premier. 

Si j est positif, c^est la partie droite du plan qui est la plus 
élevée; ce serait le contraire si y était négatif. 

Ce que nous disons du plan, doH s^entendre de Paxe de b colonne 
du cercle qui porte le niveau. Ainsi, dans Tobservation d^une di- 
stance zénitmle avec un cercle à niveau fixe, on doit toujours consi- 
dérer là même extrémité physique de ta bulle avant et après le 
retournement du cercft, pour évaluer Tinclinaison de Taxe delà co- 
lonne. 

Supposons, par exemple, que le cercle étant dans sa première 
position, G soit rextrémité de la buUe dirigée vers l'objet, et D soit 
Texlrémité située du côté de f observateur. Ttons la seconde posilioa 
du «cercle, les mêmes extrémités physiques changeront de nom, 
puisque le bout dû Àiveau qut était tourné ^^ps Pobjet sera au con- 
traire tourné vers Fobsei^fMearî ainsi J9 deviendra 6« et G deviens 
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dra i7,. Si donc ddns le cours d'une observation de distance zenitak, 
on lit à chaque position du cercle, les parties du niveau marquées 
par les deux extrémités de la bulle, afin d'obtenir plus de précision ^ 
et qu'on désigne généralement par 6 les parties correspondantes à 
l'extrémité objet^ par D les parties correspondantes au même instant 
à l'extrémité observateur^ les diverses valeurs de y seront renfer- 
mées dans les deux suites suivantes : 



NOMBRE 

des 
observations.* 



-^ objet 

+ obsenrateur 



+ obserrat. 
— objet 



Limbe à droite. 
Limbe à gauche. 



9. 



4. 



6. 



^y» 



^y^ 



it 



ay 



///• 



{ 
{ 



6 
A 

G. 
A 

A 






D 

6, m 

A 

A 
G5 



nfaut &ire attention que si le niveau, supposé perpendiculaire à 
Taxe de la colonne, est élevé du càté de D ou de l'observateur, cet 
axe prolongé vers le zénit passera entre ce point et le rayon visuel 
dirigé sur l'objet. Or, comme on rapporte la distance zénitale à l'axe 
de rotation du cercle pris pour verticale apparente , il est clair que 
rinclinaison de cet axe doit s'ajouter à la distance zénitale observée : 
c'est en effet ce que suppose le tableau précédent 

Toutes les valeurs de ay/, a///,'»////. • . . données par la même 
extrémité physique de la bulle, seraient égales entre elles, si l'axe de 
rotation n'éprouvait aucun dérangement pendant tout le tems qu'on 
observe; il en serait de même des valeurs de ay', ay, a^'" ... De 
plus, ces deux séries seraient identiques; maÎB comme il n'en est pas 
tout-à-fait ainsi, il est convenable de prendre la moyenne entre toutes 
les valeurs précédentes de^, c'est-à-dire de faire une somme de toutes 
les difiFérences ay, ay , ... a^,, a^„,- .. et de la diviser par le double 
du nombre des observations simples. De cette manière, on aura un 
î^rc moyen j^, lequel étant converti en secondes (art. laa), s'ajoutera 
à Ta ngle observé , ou s'en retranchera , selon que la somme des termes 
positif sera plus grande ou plus petite queçeUe des termes négatif. 
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Pour plus de clarté, voici une série prise à TObservatoire du Dépôt 
de la Guerrre, avec un grand cercle de Lenoir, auquel cet artiste 
avait adapté un niveau fixe. 



NOMBRE 

des 
observations. 



ARC 

parconru 
snr le limbe 



MARCHE DU NIVEAU FIXE. 



objet — 

observateur •4- 



or 



n 



858r,^ia5. 



— 3 



— 1 



— 1 



— â 



Arc moyen = 85^^891 a, 5o 
Corr. du niv. =— 9,60 

Dîst. zénith. =85»,89o3,oo 



observateur -f- 
objet — 



— 3 



-1,5 



— i 



—a 



— 1 



Somme des a = —8 Som. des &=s — 8,5 
Inclinaison de Taxe dé rotat.— ^^î^=:— o.8a5 

Facteur constant 1 1 ,5i 

Prod. ou corr. du niveau — 9*,5j 



Le facteur constant ii*,5i est la valeur d'une partie du niveau en 
secondes centésimales ; il a été déterminé avec beaucoup de soin 
par la méthode de l'art. 122 ; néanmoins il est trop grand pour que la 
correction soit sûre. Les niveaux de Fortin paraissent ne laisser 
rien à désirer : il en existe de cet artiste , qui sont d'une sensibilité 
telle, que la bulle parcourt régulièrement 5 millimètres quand l'axe 
s'incliq^#de i'^ sexagésimale ; d'où il est aisré de conclure que le rayon 
de courbure de la paroi intérieure et longitudinale du tube est de 
6i8",7944 {Astr.pf^s. de M. Biot, tom.I, pag. 336). 

ia4. D'après l'idée que nous avons donnée de la construction du 
cercle à niveau fixe , on doit en inférer que la vis tangente du tam- 
bour est remplacée par la vis de la piuçe aj ustée à la coloxme^lorsqu'on 
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fait usagé de cet instrament pour observer les distances zénitaîes ; 
que cette pince doit fixer tellement te- limbe à cette cdosne ou à la 
plaque qui lui est adhérente, qu'il ne puisse avoir le moindre mou- 
vement de rotation , en passant de la première à la seconde obser- 
vation conjuguée; mais que rien n'avertit du contraire, puisque le 
niveau est indépendant du Kmbe; qu'enfin, ce niveau pourrait bien 
être ramené chaque fois à la position horizontale , ou entre les mêmes 
repères, comme dans les cercles ordinaires, au moyen d'une des vis 
du pied ; mais qu'on opère plus commodément et plus rapidement , 
' en conchiant l'inclinaison de l'axe de rotation des diverses positions 
delà butte. Toutefois l'on n'est pas dispensé d'avoir un aide unique* 
ment chargé d'observer cette bulle , sur-tout si le cercle n'est pas 
établi sur un corps parfoitement stable; car l'observateur en allant 
de la lunette au niveau, changerait l'inclinaison de l'axe, endéraii- 
géant par son propre poids la position du centre de gravité du système^ 
inclinaison qui doit être invariable pendant la durée de deux obser^' 
vations conjuguées. 

Une autre remarque non moins essentielle à fidre, c'est qu'il im*« 
porte que le limbe soit maintenu dans sa position verticale, pendant 
toute la durée des observations (art 119). 

Lorsqu'on &i tune longue suite d'observations de distances zénitaîes 

d'un même objet, on fait varier chaque jour l'inclinaison de l'axe de 

rotation du cercle , de manière que la correction du niveau soit tantdt 

positive , tantôt négative. Par là , on donne lieu à des compensations 

qui rendent les résultats moyens plus indépendans des parties da 

niveau. 

Du Tliéodolite répétiteur. 

135. Quoique le calcul de la réduction des angles à rhorizon soit 
bien simple , comme on le verra par la suite , il serait cependant à 
désirer, dans plusieurs circonstances, que le cercle répétiteur fi\C 
garni de lunettes plongeantes, c'est-à-dire de lunettes qui eussent 
chacune ta propriété de se mouvoir de plusieurs grades j^cis un 
plan par&itement perpendiculaire au limbe ; parce qu'en le disposant 
toujours horizontalement à Taide de deux niveaux placés à angle droit 
et attachés au limbe, il en résulterait que les angles observés seraient 
naturellement réduits à l'horizon. Les théodolites répétiteurs de 
M. Reichenbach , bien supérieurs à tous ceux qu'on a construits 
jusqu'à présent, jouissent précisément de cette iwopriélé. Lalunette 
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ioiSrieiirejde cet instrument, qui ne sert que de repère » a im petit, 
jeu dans le .sens vertical et dans le sens horizontal; mais la kmetta 
supérieure AB (pL XI) est traversée par un axe bien calibré, et dont 
les extrémités C^ C entrent dans des collets égaux élevés de quelques 
centimètres au-dessusdu limbe ou s'appuient sur deux plans inclinés^ 
de sorte que cette lunette^ ainsi placée sur ses supports , peut par- 
courir unarc de plusieursdegrés dans le plan perpendiculaire au limbe. 

Il faut avant tout vérifier l'instrument,, c'est-jêdire s'assurer si Taxe 
de rotation CC de la lunette supérieure est horizontal et parallèle au 
limbe, et si l'axe optique de cette lunette décrit un pktfi perpendi* 
culaire à cet axe de rotation. Pour cet effet, l'on se sert du niveau iV^y' 
suspendu à deux crochets parfaitement égaux ZZ\ qu'on adapte à» 
l'axe de rotation \ et lorsqu'il est calé au moyen des via du pied de 
l'instrument , cet axe doit se trouver horizontal. Néanmoins, poinr 
plus de sûreté, on retourne le niveau bout pour bout, afin de voir 
si la bulle rentre dans ses repères : s'il arrivait le contraire» les» deux 
crochets ne seraient pas éganx^ et il fiiudrait corriger le niveau n^oitià 
avec sa vis de rappel y moitié avec la vis du pied qui ineKne l'axe de. 
rotation. Enfin ou dispose cet axe parallèlement au plan du limbe, à 
i'aide des vis des ai^iports et du pied^ et en procédant comme il a 
été dît à l'art i v^y pour placer henzontalement le cercle azimulal. 

Il s'agit ensuite de rendre Taxe optique perpeadkulaire à l'axe de. 
rotation \ or, c'est à quoi l'on parvient de la manière suivante. Dirigez 
Li lunette supérieure sur un objet éloigné; ensuite renversez4a de. 
mamàre<pie la partie supérieure devienne la partie inférieure. Dans 
cet âat, le boiU de l'axe qui était à droite se trouvera à gauche^; et si 
lorsque la lunette est ramenée sur l'objet,, l'axe optique ne répond 
pas au même point qu'avant le renversement, on fera mouvoir le 
réticule juBipif à ce que FioleraeGtixm des fila partage en deux parties 
égales la moitié de la déviation observée; puis l'on donnera à tout 
rînstrament mi mouvement horizontal, pour ramener l'axe optique 
sur le premier point de mire. On renversera de nouveau la lunette, 
et si elle donne encore lieu à une petite déviatioo, l'on fera la cor- 
rection qm vient d'être in£quée. Après un petit nombre d'essais dç 
ce genre, Faxe optique sera rectifié. 

Le cercle vertical MM donne les angles simples de hauteur ou 
de dépressîoD; mais avec une médiocre exactitude. 

Maintenant, pour mesurer avec cet instrument un angle entre 
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deux obfeCs terrestres, dans Phypothése que lies divisions sfe lisent de 
droite i gpoche, cmnmedans la figqre, <»i met d'abord le limbe hori- 
sontalement et Fan des remiers à téro ; ensuite on amène la lunette 
supérieure sur Tobjet à gauche, en Adsant tourner à la fois les deux 
limbes concentriques, et l'on dirige la lunette intérieure, qui est in- 
dépendante de ce mouvement, sur un objet quelconque pour servir 
de repère; puis l'on détache la lunette supérieure, afin de l'amener 
sur l'objet a droite ^ et pour lora l'arc que le vemier tracé sur le 
limbe intérieur a parcouru sur le limbe extérieur portant la gradua** 
tion, est la mesure de l'angle proposé. On peut répéter indéfiniment 
cette mesure, en ramenant sur l'objet à gauche la lunette supérieure, 
par un mouvement de rotation imprimé au cercle, et laissant tou- 
jours la lunette inférieure dirigée sur le point de repère , ou Y y rame- 
nant en cas de déviation ; ensuite, en desserrant la lunette supé- 
rieure pour la ramener seule sur Tobjet à droite : de cette manière , 
l'arc qu'elle aura parcouru sera la mesure du double de l'angle 
proposé. En répétant cette même opération, on aura le triple, le 
quadruple, le quintuple, etc., de cet angle; et il est visible que quoi- 
que les observations ne soient pas croisées, comme avec le cercle 
répétiteur ordinaire, on parviendra néanmoins, après un même 
nombre d'observations simples , au même degré d'exactitude, toutes 
choses égales d'ailleurs. 

M. Reichenbach rend aussi ses théodolites doublement répétiteurs 
conmie le sont les cercle? de Borda. Deux de nos plus habiles ar- 
tistes , MM. Gambey et Richer viennent de construire pour le Dépôt 
de la Guerre, des instrumens de cette espèce, qui ne laissent rien à 
désirer sous aucun rapport. 

De rasage du cercle dans les observations astronomiques^ 

i ûG. Los observations azimulales se font en prenant la distance 
angulaire entre un astre voisin de l'horizon et un objet terrestre. La 
môUiodc qu on emploie pour cette efifèt, ne difiere pas de celle par 
laquelle ou mesure un angle sur le terrain; il est seulement à remar- 
quer, i*. que le cercle a besoin d'être ramené sans cesse dans le plan 
variable des objets, parce que l'astre s éloigne ou s'approche conti- 
nuellement de l'horizon ; a*, que l'on doit tenir compte de l'heure 
précise de la fin de chaque observation. Cette pratique demande une 
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grande habitude; aussi le théodolite répëtitear est-il de beaucoup 
préférable au cercle ordinaire, en pareille circonstance. 

Si l'on obserye une étoile, son diamètre est insensible , et se réduit 
à un point lumineux, même dans les pus forts télescopes; mais la 
lumière de l'étoile et le feu établi à l'objet terrestre, par exemple, une 
kmpe à courant d'air munie d'un réflecteur parabolique , n'étant pas 
suffîsans pour éclairer le champ des lunettes de manière à ce qu'oa 
puisse bien distinguer les fils , si on obserye pendant la nuit, on place 
un feu de bougie près de chaque objectif. L'observateur qui est chargé 
de pointer sur l'astre, ne le met pas exactement sous le fil vertical^ 
afin que l'autre observateur ait le tems de ramener sa lunette Sur 
l'objet terrestre , dans le cas où il y aurait un petit écart; ensuite l'un 
4'eux compte l'heure, la minute, la seconde et la fraction de seconde 
que la pendule marque à l'instant où l'étoile passe sous le fil. Si une 
troisième personne était chargée de noter l'heure de l'observation , 
celle qui pointe sur l'astre l'avertirait, à Tinstant du passage sous lei 
fi], par un mot d'une seule syllabe. 

Comme le mouvement de l'astre , par rapport au signal , est sen- 
siblement uniforme pendant de courts intervalles de tems, comme 
de 8 a 10 minutes ^ on divise l'arc parcouru, parle nombre des obser^ 
vations; et l'arc moyen qui en résulte est assez exactement la di- 
stance de l'astre au signal, pour l'instant moyen entre ceux de toutes 
les observations. 

Si on observait le soleil , on interptoserait un verre noir entre l'œil 
et l'oculaire de la lunette du cercle , afin de pouvoir fixer cet astre 
sans danger; et l'on mettrait alternativement en contact avec le fii 
vertical son bord oriental et son bord occidental , pour éluder le 
demi-diamètre de cet astre; ayant soin d'ailleurs que le disque soit 
au même instant divisé en deux parties égales par le fil horizontal. 
Quand on préfère observer le même bord, il est essentiel d'indiquer 
celui qu'on a mis en contact avec le fil vertical , afin de savoir si 
l'arc de distance mesuré doit être augmenté ou diminué du demi- 
diamètre du Soleil ; et il ne faut pas oublier que la lunette renversant 
les objets, le bord oriental apparent est le bord occidental vrai, et 
vice versa. 

127. S'il s'agissait de connaître la distance d'un astre au zénit, on 

procéderait encore comme on l'a expliqué à l'art. 1 19. Ainsi, lorsque cet 

astre est éloigné du méridien, l'arc parcouru par la lunette supérieure, 
1. . aâ 
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divisé par le nombre des observationay donbera ^ comme Ordessos, 
pour quotient on arc moyen qui, ea égard à Fonifonnité de la 
marche de l'astre pendant de petits interyallea de tems, de 8 à 
lo minutes, par exemple, sera la distance au zénit, pour l'instant 
moyen entre ceux de toutes les observations. En mettant Fun apréa 
l'autre en contact avec le fil honzacmtal les bords supérieur et infé- 
rieur du Soleil, en sorte que le fil vertical passe k plus près possible 
du milieu du disque de cet astre, la distance trouvée sera celle du 
centre du Soleil au zéniL 

Les observations de ce genre devant être &ites dans le moins de 
tems possible, on se contente, pour éviter des longueurs, de lire 
les arcs parcourus par la lunette supérieure après 4, 6, 8 ou lo ob-* 
servations, selon les cas. Les distances zénitales s'obtiennent très 
xapidement à l'aide d'un cercle à niveau fixe. 

Si l'on observe une étoile qui ne soit pas de première grandeur, on 
évite de la mettre à Fintersection des fils, parce qu'il pourrait arriver 
qu'elle fut entièrement cachée, et qu'elle ne se trouvât pas exacte* 
ment dans l'axe optique; mais on la place derrière le fil horizontal j. 
le plus près possible de cet axe, et successivement à droite et & 
gauche du fil vertical , par la raison donnée à l'art, lao. 

Pendant le crépuscule, et avec de fortes lunettes, on observe 
aisément les étoiles de seconde grandeur; il arrive cependant quelque- 
fois qu'elles disparaissent avant d'être entièrement sous le fil, quand 
leur lumière est exirômement faible. Cet inconvénient a également 
lieu lorsque Ton pointe sur une flèche très aiguë. Alors les observa- 
tions sont trop incertaines pour en tenir compte. 

Quand on observe pendant la nuit, on adapte ordinairement un 
ré/iecteur F (p\. III) à la lunette supérieure, pour éclairer les fil^ 
du côté de l'objectif, afin qu'ils paraissent en noir sur un fond clair.^ 
Ce réflecteur est formé d'une petite plaque de métal percée ellipti- 
quement, argentée, et disposée convenablement pour réfléchir dans 
la lunette les rayons de lumière qui proviennent de la bougie attachée 
à la fourchette de l'instrument. Mais il est préférable d'éclairer les 
fils par une ouverture pratiquée au milieu de la lunette, et près de 
laquelle se trouve intérieurement le réflecteur. 

Lorsqu'un astre est près du zénit, il est presqu'impossible de Fob- 
server directement. Dans ce cas, l'on adapte à l'oculaire un verre 
prismatique, qui a la propriété de Eure voir l'astre dans une direc- 
tion perpendiculaire au Umbe. 
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CHAPITRE IV. 

De la correction à faire aux angles mesurés avec le cercle 
répétiteur j à raison de F excentricité des lunettes. 

128. i^uoiQu'ON ne soît plus dans Pusage de rendre les deux lu- 
nettes excentriques, nous allons cependant chercher la formule de 
correction qui convient à ce cas général. 

Nous avons déjà dit que l'excentricité d'une lunette est la distance 
de son centre à l'axe de rotation du limbe. Soit CE =e(fig. 18) 
l'excentricité de la lunette supérieure ; CD = e\ rexcentricité de la 
lunette inférieure; D la distance de l'objet à droite; G celle de l'objet 
à gauche ; et supposons toujours que les divisions du limbe se lisent 
de gauche à droite. 

Lors de la première observation d'un angle entre deux objets 
A^ jB, la lunette supérieure , fixée sur zéro, a la position -^JB,et la 
lunette inférieure est dirigée suivant BD. Pour faire la deuxième 
observation conjuguée, on amène cette lunette inférieure sur l'objet 
à droite , en faisant tourner tout l'instrument sur son axe ; et l'on 
dirige la lunette supérieure, rendue libre, sur l'objet à gauche, en 
sorte qu'elle prend la position BE. Or, il est visible que cette la- 
nette , à la fin de la seconde observation, a décrit une quantité angu- 
laire égale à la somme des angles ECE^ DCD'. 

Cela posé, si on désigne par x l'angle cherché BCAy et par m 
l'arc parcouru sur le limbe, la mesure de l'angle 2?CFsera 

y = ACE 4- BCD + «; 
elle sera encore 

y = BCK -^^ACD'^ X -f- m; 
mais Yu la petitesse des angles ou des parallaxes a, a', /3, j9' , 

^CE = 100'— a = loC— -J, 
BCD = 100 — /3 SB 100 — r-> 
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e 



SC^' = loo — ^'= loo — J, 

ACiy=:^ lOO — a! z=L lOO — gj 

ainsi, après avoir égalé les deux valeurs de j^, simplifié et réduit e« 
secondes (art gi), on aura, pour la correction cherchée, 

^ m ^ c — c' e — é 



a flO sin i* âG sin i*^ 

laquelle s'ajoutera à l'angle donné immédiatement par Tinstrument^ 
pour avoir le véritable angle de position ACB. 

Celte formule, qui est générale, nous apprend, i*. que si les deux 
excentricités sont égales et opposées, comme dans la planche III, la 
correction est nulle ; 2''. que si les deux excentricités sont égales et du 
même côté, cette correction est, abstraction Êdte du'signe, double 
de celle qui a lieu quand la lunette supérieure n'est point excen- 
trique. 

Il faut pourtant prévenir qu'il est très rare que l'on soit obligé de 
corriger les angles mesurés, de l'excentricité des lunettes; parce que 
cette correction est d'autant plus petite, que les côtés des triantes 
sont plus grands. M. Delambre^ qui n'a donné cette correction que 
pour le cas où e = o , Ta réduite en table , en supposant successi- 
vement e' = — 16, = — 18, = — ao lignes {voyez à ce sujet la 
page loa de la Base du Système métrique décimuly tom. I). 

Quant aux distances zénitales , elles ne sont point afiectées de 
Teffet de l'excentricité de la lunette supérieure, comme nous Pavons 
déjà fait remarquer (art. lao). Mais ces distances polurraient, malgré 
tout , pécher par défaut, d'une quantité constante sans qu'on s'en 
aperçut. (-^,yfro7Z./7^j^,y/^., tom. I,pag. 337). Cela arriverait in&illi- 
blement si la lunette supérieure était décentrée, c^cst-à-dire si l'an- 
neau qui la retient à l'axe du limbe, avait un petit jeu à l'égard de cet 
axe. Cette erreur du centrage ne peut avoir lieu dans les cercles de 
Reichenbach; parce que^ d'une part , l'axe dont il s'agit est conique y 
et que de l'autre , la lunette se trouve toujours en contact immédiat 
avec cet axe, par l'effet d'un petit ressort qui tend sans cesse à la 
faire avancer vers le plus gros bout. 

Faisons voir , par un exemple numérique , l'effet peu sensible de 
l'excentricité de nos cercles actuds^ et supposons pour cela, ^ = o, 
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«^=—ao lignes = — o",o45a, D =5 a4o(X)"*^ G = aSooo"; la for-, 
mule ci^essus se réduira à 



«-.=■ 



delà 



a oJD sin i^ iiGsm i*' 



log ^ ^' = 8, 354i 
c.Iogsin 1^^ =s 5,8039 

4^80 4, i58o 

c.Iogi? = 6,6198 C.log G = 5,6oâi 



log 1*' terme = 9.7778 log a* terme s= 9.7601 

i*"^ terme, 4- o'\5995 
a* terme, — o ,6766 

Correction + o'^oaSg. 

Ainsi, la correction d'excentricité serait, dans ce cas, de o%oa de 
la division centésimale , et sans doute bien au-dessous de l'erreur de 
l'observation. 

Il est Ëicile de reconnaître que l'effet de l'excentricité des deux 
lunettes sur les trois angles d'un triangle se réduit à zéro; car, en 
désignant par a^byC les côtés d'un triangle, l'efiet de l'excentricité 
gur chacun de ses angles sera 



pour l'angle ^, 



pour l'angle B 



6 — e' e •— e*^ 






' sut ac ^ 

pour l'angle C, 



c — e' e — e' 



aa ' 



d'où Ton voit que ces trois valeurs étant réunies, se réduisent à zéro. 



174 TRAITÉ DE GÉODÉSIE. 



CHAPITRE V. 

De la réduction des angles cP un plan à un autre plan. 

Réduction à Phorizon. 

lag. v^cjAND les angles de posttioD ne sont pas situés dans le plaa 
horizontal mené par le lieu de Tobservateur, et que les lunettes de 
l'instrument dont on se sert restent constamment parallèles au limbe» 
oomme dans les cereles répétiteurs, ces angles de position doivent 
être récrits à I%[0ri2on de leurs sommets respectif. Les âémens de 
cette réduction sont, pour chaque angle, les distances zénitales des 
deux objets observés. 

Soit z (Bg. 19) le zénit de Tobservateur, qui du point C a observé 
Panglc BC^ incliné à Thorizon ffCjf.^l angle aura, pour/;/tH 
jection horizontale^ Tangle BtA' qu'il s'agît de trouver, et qi& est 
formé par les plans verticaux AC^\ BCB^ dans lesquels tfont rf- 
tués respectivement les signaux AA\ BB'. Mais l'angle BCLi' est 
le même que l'angle sphérique z du triangle zàb formé par trois arcs 
de grand cercle, dont l'un za est la distance au zéoit de l'objet u^; 
l'autre zJ, la distance au zénit de l'objet B) et le troisième aft, la 
mesure de l'angle observe Bdd. Donc, si iyi' sont les distances 
au zénit connues za^ zbj et que Csoit l'angle de positionner, on 
connaîtra les trois côtés du triangle sphérique abz] ainsi, «a se con- 
formant à la notation actuelle, l'angle z sera donné par la formule de 
l'art. 74 , savoir : 



siujz 






S désignant la somme des trois côtés C, <f, <r', et le rayon des tables 
étant égal à l'unité. 
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Soient 

imgle de position^ C== 65',456 
dist. zénitale de ^ , «T s=: 86 ,a 5o 
dist. zénitale de i? , /' 3= 85 ,4oo 

on aura somme s =137 ,106 

■ ■■ ■ 

. i somme - = 118 ,553 118^,555, 

cr= 86,25o ^= 85,4oo, 

î — cr= 3a,3o3î 5— 4^'= 35,i63î 
et Topération , par les logarithmes , sera 
log sin (^ — . cT) = log sin 32',3o3 . . . 9,6865639 

log sin (i — cT') = log sin 33 ,i53 . . . 9,696832» 

compl. log sin cT . 0,0102096 

compl. log sin <r^ 0,0115224 

log sin ^z 19,4051280 

moitié, ou log sin 7 z 9,702564ossi 53^,6392; 

ainsi, la projection de Fangle C, ou cet angle réduit à l'horizon 
= 67^,2784. 

n est bien rare que les distances au zénit soient aussi petites que 
dans l'exemple ci-dessus; et si elles ne différaient de l'angle droit 
que de 2 ou 3 grades, la formule précédente deyiendrait trop pénible 
à calculer, pour avoir avec exactitude la projection de l'angle ob-- 
serve. Il vaut mieux alors chercher la réduction, qui n'est que de 
quelques secondes. Cette réduction s'obtient par la formule suivante: 

x = (ioo^ — ^^^y.tang^ Csin i"_(i=i^y.cot^ C.sin 1", 

qui n'est autre que celle (2') de l'art. 96, dans laquelle on a mis 
loo* — cT pour «, et loo* — J^ pour /3. 

Supposons qu'un angle observé ait pour valeur C = 56^,9662 , 
et qu'il soit compris entre deux objets dont les distances zénitale» 
soient 

cT = 98',253o 

J' = 99 >Q525 

on aura «T + J^ = 197 ,5o55 

/ — /'= 0,7995} 



\ 
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loor - 1±£ = 1,347a" = p, t^ = 0,5997" = q. 

1*' terme positif. a* terme négatif. 

log 8În i^ = 4,1961a 4,ig6ia 

alog p =r 8,a5886 alog q = 7,ao347 

log tang i C = 9,68111 loçcoti C=o,3i889 

•+-a,i36o9= i36**,85 — 1,71848 = 5a*,5oî 

— 5a ,3o 

réduction. • 4- 84,55 

angle de position. . . • 56',965a ,00 

angle réduit à rhofizon, 56^,9736,53. 

Le calcul de cette réduction s'abrège beaucoup au moyen des 
tables I et II, qui se trouvent à la fin de cet ouvrage. La première 
a pour argument l'angle observé, c'est-à*dire le nombre qui sert 
pour entrer dans cette table , et vis-à-vis duquel on trouve un des 
Êicteurs des termes de la réduction. La seconde table a pour argu- 
ment aoo«^ — (J^ 4- J^) ou cT — cT', et donne les autres facteurs des 
termes dont il s'agit. 

Par exemple, avec Tangle observé, qu'on vient de réduire, les 
colonnes de la table I, intitulées tangentes et co tangentes donneat 

+ 3o^54, — i3a",7iî 

et avec les angles aoc — i^+J"'), et cT— cT' la table II donne les deux 
autres facteurs 

4,48, 0,394; 

multipliant respectivement par ceux-ci les deux précédens, les deux 
termes de la réduction seront 

+ i36",8a, — Sa^ag; 

réunissant ces deux produits, qui sont toujours de signes contraires, 
on aura, comme ci-dessus, pour la réduction totale , -f- 84'',55. 

Nous avons donné des tables toutes semblables, calculées dans le 
système sexagésimal; elles sont extraites de l'ouvrage de M. Delambre. 
Lorsqu'on voudra en faire usage , et qu 'on aura observé un angle 
avec un cercle divisé en grades, on réduira cette augle en degrés, 
ainsi qu'il suit : 
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Soit proposé de convertir en degrés sexagésimaux 

Fangle de ioi',6695o 

on retranche le dixième 10,166950 

on a pour reste en degrés et décimales ...... gi^'^ôoaSSo 

multipliant la fraction par 60, on obtient ^ 91 ,3o',i55 

multipliant encore la fraction décimale par 60^ il 

vient enfin en degrés, minutes, etc 9i*3o'9",i8. 

S'il s'agissait de résoudre le problème inverse, on s'y prendrait de 
la manière suivante. Pour convertir en grades, par exemple, l'angle 
de 9i'*5o'9'',i8, on réduit les secondes en fractions décimales de 
minutes, en divisant 9", 18 par 60, et il vient . . • 9i'3o',i53; 
on réduit les minutes en fraction décimale de egrcs, 
en divisan|de même par 60, et Ton trouve. .... 9i%5o255 
on ajoutée neuvième •. 10 ,16696 

et Von a en grades 101^,66950 

Ces deux règles sont évidemment fondées sur ce que le grade est au^ 
degré dans le rapport de 10 à 9. 

Lorsque les distances zénitales doivent être employées , comme 
dans l'exemple précédent, pour réduire les angles à l'horizon , il est 
nécessaire qu'elles soient observées avant, ou immédiatement après 
ces derniers, afin qu'elfes se rapportent autant que possible aux 
mêmes circonstances atmosphériques , quoiqu'une erreur de plu- 
sieurs secondes soit à cet égard de peu de conséquence. 

On conçoit aisément que lorsque les trois angles d'un triangle sont 
réduits à l'horizon, ils représentent ceux d'un triangle sphériquo 
dont les côtés sont compris entre les verticales des trois signaux 
observés, si toutefois les observations ont été faites dans l'axe même 
de ces signaux : autrement il faudrait réduire les angles horizontaux 
aux centres des stations , afin qu'ils jouissent de cette prophétie; 
c'est ce que nous enseignerons bientôt. 

• 

Réduction des angles horizontaux aux angles des cordes. 

i5o. Il est des géomètres qui, à l'exemple de M. Delambre, ré- 
duisent les triangles sphériques aux triangles rectllignes formés par 
les trois cordes, et déterminent, par le moyen de ceux-ci, les di- 
stances respectives des objets. Celte méthode > qui a tout le degré 
I. :i3 
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d^exactitude qu6 Tofl peut désirer, exigé que Ton rédoièê d'abord fes 
angles horizontaux aux angles des- cordes, et que Ton substitue^ei^ 
suite à la V/]f7z^ ^otf^^/ç^/^^ prise pour base , la distance rectifigne 
qui joint ses extrémités (art. io8). Dé ces deux problèmes , le prender 
est le seul qui nous intérçsBe pour le moment, et se trouve résola 
à l'art. 64 : car soit le triangle sphérique ^BC (fig. ao) qu'il faille 
réduire au triangle rectiligue ^'B^C \s\ a^h^ c sont les côtés da 
premier, opposés aux angles ^, jB, C, et a\ b\ c'ies côtés du second, 
opposés aux angles A\ B\ C\ que du point C, comme centre, on 
décrive avec un rayon = i, les arcs z'a', z'/3', a'jS', et qu'on mène 
aux arcs 6, a les tangentes ou les horizontales CT, CT\ l'angle de 
dépression TCB^ formé par une corde et une tangente, aura pour 
mesure - a, ou la moitié de l'arc connu ^C. De même l'angle de 
dépression TCA sera = ^ i. \ 4!^ 

Cela posé, l'arc z'j8'=z= loo' — fa, l'arc zV =5: loo"^ — 7 J, et l'angte 
borizontal TCT est donné; ainsi dans le triangle sphérique z'a^^'y 
dn connaîtra deux côtés et l'angle compris : reste donc à trouver le 
troisième côté a'^\ ou l'angle C qui est l'angle horizontal réduit » 
l'angle des cordes. Mais sans faire usage de la formule de l'art. 64^ 
laquelle serait d'ailleurs peu propre à donner Tangle cherché avec 
précision, vu la petitesse de a et de 2^, il est dair que la question » 
résoudre est précisément l'inverse de la précédente. Si donc on dé- 
note par oè la réduction cherchée, et par C l'angle horizontal ccnwu^ 

on aura (art: 96), et à cause de — • «1 = - , — /S s= -, 

4)=-i(î±i)^ang^Csini'' + i(^)^otiCsini'V 

formule dans laquelle a et 6 sont toujours de même signe. Pour en 
Ihire l'application, il faut commencer par calculer approximative- 
n)^nt les côtés des triangles considérés comme rectilignes, en sup- 
posant que les observations ont été&ites aux centres des signaux, 
ensuite convertir les côtés a et 6 en minutes centésimales. 

Si, pour se conformer aux notations ultérieures, on désigne a 
par A' , et 6 par K\ et qu'on représente par G la longueur du grade 
moyen pour le lieu où Ton opère ; ces arcs seront convertis ^ minutes 
centésimales, par ces formules 

ico\A' . ico\K' 
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?Mat8 cette ^oonversiooi pour l'objet qu'on se propose^ sera suffi* 
aamment exacte en supposant la Terre sphéâque, etpar çQuséquQht 
'p. de ,KK>Quo^0i.ètres;,donc alors 

^ lOQO' lOOO 

Suppose»»^ ptfir 9iîeinple^ K = a4i lo^, 

^' = a593o», 
et angle observé réduit à l'horizon, ou C=68',o3346; 
on aura 

et par auite 

\ :OU,P?= la'jQÔ 

s 

5" ouP'=.ia,96 

P + P'= a5,oi 
P — P'=5= 0,91. 

: Maintenant ayecies nombres P 4- P', P— P', o» trouvera dans 

la table Il^'les'&cteurs 0,059, o,Qpo 

avec rangle horizontal '68',o3 ... on 
trouvera dans la table let aux colonnes 
intitulées tang, eut, — • 37*^,68 + io7'\65; 

multipliant ces quantités par ordre, on 
> aura,. pour. le prenuer et le deuxième 

terme delà i;édaction. -^ i''^47 + o"*/)©. 

Or, l'angle horizontal ........ C= 68',p554^ 

donc, l'angle rédwttaupjaa des cordes, ^^^ 

ou C= 68',o333,i3. 

M. Delambre a fait. des applications de .cette méthode dans le 
calcul des triangles dé la méridienne. Nous reviendrons sur ce 
sujet; cependant nous ferons i^bserter, pour 1& moment, que l'éva- 
luation dea arcs en minutes se ferait .avec, plus 'de précision, si l'on 
connaissàit.lêur véritable rayon de courbure; mais , dans l'ignorance 
où l'on est à cet égard, il convient de prendre le degré de la sphère 
dont la surface s'écarte peu de celle- de la Terre, dans le lieu de 
r(jibôçr)ration. Of , on irççpajpar|a.SHite, qiie le.degrç moyen conrir 
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déré comme la 5G(f partie de la circonférence entière, est, en IVance^ 

de 5701 5' = D'y en sorte que le rayon de la Terre exprimé en mèm^ 

mesure, ou / ac: 1^2l-£j ^ = 3,i4i59a étant le rapport de la demir 

circonférence au rayon. Il est clair que Ton a aussi /= ^^^ , puisque 
les arcs semblables sont proportionnels à leurs rayons. 

Partant, log . rayon en toises = 6,5i4iii7 
ajoutant le logarithme constant 0,2898200 

on a log . rayon en mètres = 6,803931 7 ; 

résultat qui diffère peu de celui-ci 6,8o388oi , que Ton trouve en 
considérant le quart du méridien sphérique de dix millions de mètres* 

Réduction d'un angle pris dans un plan à un autre plan incliné 

à Vhorizon. 

iSi* Le centre de l'instrument et le point de mire n'étant pas 
ordinairement les mêmes dans chaque station^ c'est ce qui est, en 
partie , cause que les trois an^es d'un triangle rectiligne difierent de 
deux angles droits. Si donc l'on ramenait au plan des trois centres 
des stations, les angles observés entre les sommets des signaux, ces 
angles ainsi corrigés serviraient à Ëiire juger du degré d'exactUode 
des observations ; mais la réduction dont il s'agit pourrait aussi fidre 
connaître l'efict de la réfraction terrestre sur les angles observés. 

Soient deux signaux AA\ BB! ( fig. 19) observés du signal zC. Si 
C, a', V sont les centres des stations, et que l'on ait relevé l'angle 
ACB=:Ci l'angle a' C V sera dans le plan des stations, et l'exoèa 
de l'angle horizontal sur l'angle observé sera, d'après l'art. 96 , 

jc =p* tang jC — ç' cot î c (1). 
L'angle a'CV étant très peu différent de ACB^ on aura de même 

x' =y tang ^ c — q'rcol ^ c (a), 

%' désignant aussi l'excès de l'angle horizontal sur Fangle a'Cb'. 
Maintenaot il est évident que puisque ACB-^-x =? a^CV^^ x'^ on a 

ainsi, les équations (1) et (a) étant soustraites l'une de Vautre, il 
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Tiendra 9 pour Texpression de la difierence cherchée , 

»—x' =(/?'—/>•) tang i c— (ç-— ç'O cot i c (5). 

Mais si les angles sous lesquels on voit du point Clés hauteurs .^a'^ 
Bb'eont représentés par J'Hy S" H' y les hauteurs angulaires des points 
de mire ^ et i? au-dessus de l'horizon étant toujours désignées 
par JET, H'^ on aura, par rapport aux hauteurs des points de sta^ 
lion a% 5', 

D'ailleurs 

et si l'on fait attention que 

l'équation (5) deviendra, en réduisant en secondes, 

Cette formule, comme nous l'ayons déjà dit, peut servir à évaluer 
l'eflet de la réfraction sur l'angle observé, et cela en y mettant 
pour S'il et J'H' la valeur de cette réfraction déterminée à priori 
par une méthode que nous exposerons à la fin de ce livre. Nous 
ne donnerons aucun exemple numérique à ce sujet. 
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tati^gsaaÊSteÊBBB^Bmi^Kmmam* 



CHAPITRE Yl. 

De la réduction des angles au centre de la station. 

XSemtres'-çisibles et accessibles. 

1 3a. 1 OUTBS les fois que ikmiobae9f:e«i centre même de la station, 
on a immédiatement les angles sous lesquels on voit de ce point les 
distances qui joignent les extrémités des signaux ; mais il arrive soa-> 
veut que Tinstrument ne peut être placé.que'hors.de Faxe du signal 
pris pour centre de la station :.dans ce cas, il est nécessaire d'j 
réduire les angles observés. 

Soit C (fig. ai) le centre de lactation, et O celui de l'instruinent, 
ou le sommet de l'angle observé AOB. On\demande la mesure de 
l'angle A(^ qui est la réduction du premier. 

Faisons les données 

:AOBzszO^ BOCzsiy^ CO = r^ BC=^G, ^C^D, 

etl'iiQgle inconnu ^CB = C. 

Puisque l'angle extérieur d'un triaqgle est égal à la somme des deux 
inlcrieurs opposés^ on a, par rapport au triangle I^O, 

et par rapport au triangle jB/C, 

u4IB—C-\-CBO. 
Égalant ces deux valeurs, ou obtient 

C=0 + I^O—CBO. 



D'un autre côte l'on a 



siu a^O = L!l!L(g±2) , sin CBO ^'-^i 
mais les angles CAO^ CBO étant toujours fort petits, leurs arcs 
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penrent être pris pour leurs sinus; donc la réduction en secondes est 

c^Q^i ^yt-y^ -pig^ (1). 

Dami Gsini ^ ' 

L'usage de la formule précédente ne peut, dans aucun cas , être 
embarrassant, pourvu que l'on ait égard aux signes de sin (O 4-^) 
«tde sinj^; ainsi le premier terme de la correction sera positif si 
l'angle O +y est compris entre o et aoo', et il deviendra négatif, 
s'il surpasse aoo''; le contraire aura lieu dans les mêmes circonstances, 
pour le second terme qui dépend de V angle de direction y. 

n est remarquable que D est la distance de l'objet à droite, et G 
la distance de l'objet à gauche. Quant à l'angle^, c'est toujours celui 
sous lequel paraissent le centre de la station et Fobjet à gauche; ainsi, 
quand on a mesuré l'angle ^OBy la lunette supérieure est dirigée 
sur l'objet à gauche J?, et l'inférieure sur l'objet à droite u4) alors 
celle-ci restant fixe sur^, si l'on &it mouvoir la lunette supérieure 
dans le sens de la graduation , jusqu'à ce que son axe réponde au 
point C, l'arc qu'elle aura parcouru sur le limbe sera la mesure de 
l'angle j^9 qui doit toujours se compter suivant l'ordre des divisions 
de l'instrument, et dont la valeur peut aller depuis o jusqu'à 400^. 

Nous supposons ici que la graduation est numérotée de gauche 
à droite; mais si elle l'était de droite à gauche, comme sur les 
cercles allemands, il faudrait changer Z? en G, et réciproquement, 
dans la formule (1); parce qu'alors jaserait l'angle entre l'objet de 
droite et le centre de la station. On pourrait aussi , sans opérer ce 
changement , se borner à prendre pour j" son supplément à quatre 
angles droits, diminué de l'angle O. 

La formule (1) se réduit à un seul terme, lorsque l'une des di- 
stances 27, 6 est comme infiniment grande par rapport à r; ainsi, 
selon que A omB sera le centre d'un astre , on aura simplement 

Gsm 1 ' D 8m 1* 

De plus, on aurait C — = o, si^eti? étaient deux objets 
célestes, ou bien si A étant un astre et B un objet terrestre, le 
centre Odu lieu de l'observation était en même tems dans la direc- 
tion G, et vice versa, auquel cas j' = o, ou^ = — O. 
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Mais sans supposer infinie aucune distance 'D^ Gy on peut encore- 
avoir C — O = oj alors 

alny . G 
siniO+y^ — D' 

d^un autre côté, dans le triangle ^BC^ on a 

sin ji _j_^ êin A G ^ 

smT nia {A + C) ^* 

donc, à cause de C=: O, par hypothèse, on conclut 

s my _^^ un A 
S7(C +y) sinC^+C)' 

développant les dénominateurs, il vient 

8În y sîn^ 

«in Cco9^ + cos Csiny ainAços C-^cosAsiuC^ 

OU bien 



sin Ccot^ + cos C cos C -f- cot AainC^ 

donc 

tang j^ = tang ^ = tang (aoC + -./); 

ce qui signifie que les quatre pcnnts ^^Bj Cy O sont sur une même 
circonférence. 

Il suit de là que pour que l'angle réduit soit égal à l'angle observé, 
il suffit de se placer de manière à ce que^ == ^ ou =: aoo* + ^, 
C'est-à-dire sur la circonférence du cercle circonscrit au triangle ^£C. 
Pour éviter tout tâtonnement à cet égard,M.Delambre observe etdé- 
rnontre (page 24, Déterni, d^un arcduMérid.) que l'on peut se placer 
sur la tangente au cercle ^BC, menée par le point Cet le plus près 
de ce point qu'il sera possible, et même à plusieurs mètres sans 
inconvénient; mais pour cela, il faut connaître l'un des angles >^, ^, 
afin de pouvoir déterminer la direction de la tangente. 

i53- Si plusieurs angles consécutifs O, O', O", O'" étaient situé» 
dans un même plan, oblique à l'horizon, si l'on veut, ou les réduirait 
tous au centre C , à l'aide du seul angle de direction ^ et de la di- 
stance au centre r : alors, par rapport a l'angle O', l'angle de direction 
serait; 

par rapport a O , 
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par rapport à O^^ 

L'angle O"' étant censé achever le tour de ITiorîsÊon, là réduction 
qui lui convient doitêtfc égale à la dorame de toutes les autres réduc- 
tions prises avec un signe contraire. Pour le prouver, soient 6, c', e", ^ 
les réductions correspondantes des angles Ô, Cy, O", O'" j on aura 



tfoù 

ff 

Or, par hypothèse, les angles C, C'..., aussi bien que les angles O, O'... 
font un tour d'horizon; donc Féquation précédente ne peut subsister , 
à moins qu'on n'ait 

donc, 

Enfin, quand même les plans des angles 0\ O^. . . seraient difiç- 
remment inclinés à l'horizon , les élémens^ et r pourront seuls être 
employés, pourvu que l'angle O soit horizontal; mais avant de Mt% 
usage de la méthode actuelle, il faudra réduire à l'horizon les 
angles O^, 0'^ . . . Au surplus, quand les objets sont fort prés de 
l'horizon de l'observateur, ainsi qu'il arrive toujours dans les trian- 
gulations du premier ordre, il est indifférent de réduire d'abord à 
l'horizon l'angle observé , ou de le réduire au centre de la station 
pour le ramener ensuite au plan horizontal. 

i34. Nous avons déjà indiqué la manière d'obtenir l'angle de 
direction ; cependant il est utile ici de &ire connaître plus particu* 
lièrementle procédé que l'on suit dans cette circonstance. On détache 
la lunette supérieure pour la diriger sur le centre de la station , en 
fixant deux points marqués sur te haut du tube , l'un près de l'ocu- 
laire, l'autre près de l'objectif; mais lavis du réticule et celle de la 
petite pièce cylindrique qui entraîne le verre objectif, ont ordi- 
nairement assez de saillie au-dessus du tube y pour servir de points 
de mire. 

Supposons, pour fixer les idées, que cette lunette, au moment da 
1. a4 
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départ, marque g75i'',3, et qu'arrivée dans la direction du centre, 
après avoir marché de gauche à dfoite, c'est-à-dire suivant Tordre 
des divisions du limbe, elle marque. . . ioo45',3a 

Qu'au moyen d'un second mouvement donné à la 
mâme lunette , en la ramenant sur le centre de la star 
tion, elle réponde à. ioo45 ,a8 

Qu'après un troisième essai tout semblable, elle 
marque. , • . « ioo45 y3o 

Prenant le tiers de la somme de ces trois quantités, 

on aura ioo45 ,3o 

De ce nombre, retranchant celui du point de départ, 9761 ,ao 

La différence sera l'angle de direction j^ =394^, lo. 

Il &ut bien prendre garde, à chacun de ces essais, que l'instrument 
ne se dérange : on s'assure qu'il a gardé sa position primitive , 
lorsque l'axe optique de la lunette est resté dans la direction de l'ob- 
jet à droite: s'il s'en était écarté, il Êiudrait l'y ramener en tournant 
la vis du tambour, er diriger dé nouveau la lunette supérieure sur 
le centre de la station. Quelqu'attention que l'on prenne pour avoir 
la mesure exacte de l'angle de direction, il reste toujours à cet égard 
une petite incertitude, mais elle n'est d'ailleurs d'aucune conséquence. 
Il n'en est pas de même do la mesure de la distance du centre de 
rinstrument à l'axe du signal : celle-ci doit être prise avec beaucoup 
de soin, et l'on peut se servir à cet efiPet d'un cordeau que l'on dirige 
dans le sens de la lunette supérieure dont l'axe répond au centre de 
la station. 

1 55 . Nous ferons remarquer en outre que si la lunette supérieure 
était excentrique, il faudrait, à la rigueur, faire une correction à 
Fanglede direction observé; mats les cercles actuels en dispensent. 

Passons maintenant au calcul de la réduction au centre, et pour 
cela donnons à l'équation (1) la forme 

- r f sin (0 +y) sinyl 

* ~ siu i" i D TTr 

en faisant € = C — O. 



* • 



Soit l'anglo de position O = 48^,756, 
l'angle de direction y = 294,1, 

la distance au centre r = 3*,a67, 
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la distance à l'objet de droite D = lySaS*, 
celle àJ'objet de gauche G =s ao545. 

i**" terme àe la correction. a* terme* 

c.logsini* 5,8o388 

log r o,5ia89 

+ 6,31670 — 6,31670 

log,8in(0+^)— 9,89310 log.sin^... — 9,99807 
c.logjb 5,76637 c.logG 5,69154 

— 93^,483 — 1,96607 + ioi*.465 + a,oo63x 

première partie — 92 ,483 

réduction H- 8 ,98a 

angle observé 48^,7660 , 

angle réduit au centre 48 ,7668 ,98a. 

Ce calcul supptfse que les distances à l'objet de droite et à celui de 
gauche sont connues, du moins par approximation. Ces distances 
peuvent se prendre sur le canevas trigonométrique dressé d'après 
une échelle, et sur lequel les angles construits à l'aide d'un rappor- 
teur représentent ceux de position; ce qui est suffisamment exact. 
Mais on évite cette construction préliminaire en résolvant tous les 
triangles supposés rectiÙgnes , comme si les observations avaient 
été faites aux sommets mêmes, après avoir toutefois réduit à aoo^ 
la somme des trois angles de chaque triangle (art, 100). Ce calcul, 
dans lequel on peut n'employer que les logarithmes à 5 décimales, 
s'efifectue avec beaucoup de promptitude {voyez la résolution des 
triangles). 

La réduction au centre s'obtient %ussi à l'aide d'un seul terme ; 
en efibMjl| formule précédente pouvant s'écrire ainsi : 

^^ r A^_ r.G.8in(Q+j f) — r.D.aJDjf 

et le triangle ABC ( fig. ai) donnant 

on a, à cause de O ss C, du moins à peu de chose prés, 

^ D.ûaA 

^ ~ %ïa{A+Oy 

et par suite 
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r — o ou i = '^ "° ^'"^ ^^ +^) — ^«°y ^ (^ + o) i 

puis développant et réduisant en secondes ^ 

rsin O.sin (u/ — y) 

( SES — =r — r ^ . J'" • 

Quoique cette formule soit moins rigoureuse que celle dont elle 
dérive, elle est cependant d'une exactitude sufiBsante. Il faut bien 
remarquer que le sommet de Tangle ^ est l'objet à droite. Il est bien 
rare qu'on se trouve dans la nécessité d'en faire usage. 

* 

Centres invisibles des tours à bases circulaires. 

i36. Lorsqu'on observe au dehors ou au dedans des clochers , 
des tours, etc. , leurs centres sont souvent invisibles ou inaccessibles. 
Voici les moyens les plus simples pour lever cet obstacle. 

Si l'on est placé en O , extérieurement à la tour circulaire JlsT^ 
(fîg. aa),on mènera les tangentes OTy OT\ sur lesquelles on pren- 
dra deux distances égales et arbitraires Ox, Ox', de manière cepen- 
dant que la ligne xj^ soit le plus près possible de la tour dont C est 
le centre : on fera sùn = xfm^ et Om sera évidemment dans la di* 
rection de ce centre. On mesurera alors Fangle COB^=^y et à la 
distance Oz on ajoutera le rayon Cz pour avoir CO = r. 

S'il était impossible de mesurer le rayon ou la circonférence du 
cercle 7}iT'y on mesurerait Tune des tangentes OT^par exemple^ et 
Ton aurs^it 

puisque toute tangente au cercle est moyenne proportionnetle entre 
la sécante entière et sa partie extérieure. Le reste de l'opération 
n'a maintenant aucune dîfiBcuIté. 

Il est à propos de remarquer que l'on a plus simplement l'angle j^ ou 

COB=: --T ; ainsi, Ton fera coïncider d'abord l'axe de la 

lunette supérieure avec la tangente Or, ensuite avecla tangente OTy 
et l'on tiendra compte , chaque fois, du nombre de degrés marqué 
par cette lunette, qui doit toujours marcher dans le sens de la 
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graduation : on opérera ensuite comme dans Fart. i54, pour trouyer 
chacun des angles TOBy VOBj dont la demi-somme =/. 

Lorsque Ton sera placé dans Tintérieur d'une tour circulaire, on 
fera en sorte que le centre de l'instrument soit sur Te milieu de la 
corde qui passe par ce point ; et la perpendiculaire à cette corde sera 
la direction du centre de la tour. Tous ces procédés sont si simples^ 
quil est inutile d'insister sur leur développement. 

Centres invisibles des tours à bases polygonales. 

157. Si Ton était en dehors de la tpur rectangulaire Z?J3' (fig. aS), en 
O par exemple, et que dé ce point l'on pût voir les extrémités de l'une 
des diagonales J92X, dd\ on aurait l'angle de direction COB = j^ par 
la méthode suivante : 

On mènera une droite parallèle à DD'y en partageant en parties 
proportionnelles les côtés OD^ OU du triangle ODD\ et le milieu 
de cette parallèle sera sur la direction OC. 

Autrement, on mesurera exactement la droite O/9 perpendiculaire 
à dD\ ainsi que la partie pm comprise entre Op et la perpendicu- 
laire Cm imaginée abaissée du centre de la tour sur le côté â!D. 
Comme Cm est censé connu , on aura m.q par la proportion 

Cm + Op ipm :: Cm : mq. 

Ainsi la droite Oqy dont la direction est maintenant déterminée, 
passera nécessairement par le centre C; on mesurera donc O9, et 
l'on aura 

qCs=:yCm -^rmqy 

et enfin 

r;^Oq-\-qC. 

Ainsi , les deux élémens de la réduction de l'angle observé en O 
seront connus. 

Il est visible que ce dernier procédé est général pour tous les 
polygones réguliers, soit que l'on soit placé dans Fintérieur , soit que 
l'on se trouve au dehors : toute la difficulté consiste, lorsque le 
centre est inaccessible , à déterminer l'apoÙiémc Cm du polygone qui 
l'entoure, et c'est ce que la Géométrie enseigne {voyez aussi sur cet 
objet le Mémoire de M. Delambre sur la détermination d'un arc 
du méridien ). 
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Cependant s'ilarrivait que Ton ne pût mener la perpendiculaire Op^ 
on tirerait la droite O/n, et l'on éleyerait à Dp une perpendiculaire 
vers le milieu de pm. La partie de cette perpendiculaire comprise 
dans le triangle COm sera &cile à déterminer par la théorie des 
lignes proportionnelles; on aura donc la direction du rayon OC^ et 
ce moyen est aussi général que le précédent. 

Il est évident que tout ce qui vient d'être dit relativement aux 
tours rondes ou polygonales, s'applique mot pour mot aux poutres 
verticales qui peuvent embarrasser le centre de la station. 

Les signaux temporaires , construits conune on l'a dit à l'art, i la^ 
dispensent de cette réduction , qui est presque toujours une source 
d'erreurs , quand les élémens n'en sont pas bien connus. 



LIVRE troisième: 191 



CHAPITRE VIL 

De la réduction au centre du signal observé^ ou de la phase 

des signaux. 

i58. JJiORSQUE les signaux sont éclairés obliquement par rapport 
à Pobservateur, et qu'ils ne se terminent pas eu pointe, les angles ob- 
servés ont besoin d'une correction ; parce que si le signal abcd (fig. a 4) 
a pour base un rectangle, par exemple, et que ah^ dont la position 
est connue par rapport aux stations environnantes, en soit la face 
éclairée, le rayon visuel O^^ dirigé exactement sur le milieu de 
cette Êice , ne passera pas par le centre M du signal, si ah n'est pas 
perpendiculaire à ^O, et la correction additive ou soustractive 
sera égale à l'angle AOM. 

Or, • ^^ ^OM ^^^^^^'^^i 

et le triangle obliquangle ^03f donnant ^O = gin (AMO + A ôm* 
on a , en substituant et développant , 

y^jTT sîn AMO 

tangu/OJ»f= -Tj^ = tang x; 

puis réduisant eu série (art. gS) , il vient 

ou simplement 

_/AM\s\njmO 

ce qui est toujours suffisant. 

Des deux angles BO^, B^OA (Aservés, l'un doit être augmenté 
de %j l'autre doit en être diminué; cela est évident 
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On voft bien à quoi serait égal l'angle ^'OJf, si Ton avait observé 
la face hd. 

Pour plus d'exactitude, il Êiudrait en outre dégager Fangle^OJIf 
d'une très petite correction due à une illusion optique qui résulte 
de ce que le rayon visuel dirigé du point O sur le milieu apparent 
de la face ah^ ne répond pas toujours exactement à son vrai milieu, 
ainsi qu'il est aisé de s'en convaincre; mais cette correction peut 
toujours se négliger, parce qu'elle tombe au-dessous de l'erreur de 
l'observation, sur- tout quand les côtés des triangles sont fort grands. 

139. Quand le signal est une tour ronde dont le centre est de même 
invisible, la correction est un peu plus longue à calculer, parce qpi'il 
îàxxi avoir recours à l'observation du Soleil. 

Soit, dans cette circonstance, C9(fig. a5) le vertical du Soleil, au 
moment de l'observation, c'est-à-dire l'intersection du plan hori- 
zontal ^MB avec le plan vertical dans lequel se trouve le centre du 
Soleil. J/if sera l'azimut de cet astre, compté depuis midi. Le demi- 
cercle ASB sera entièrement éclairé, parce que les deux rayons 
lumineux qui sont tangens à la circonférence de la tour, peuvent être 
considérés comme parallèles. 

Je fais MCO = MQ = x, MS = z, et je mène DE perpendi- 
culaire à OC. 

Le demi-cercle D^QE est celui qui se présente à l'observateur, 
supposé fort éloigné de C; mais l'arc uiD étant privé de lumière , 
IVbàçrvàteur ne verra de bien distinct que la partie ^QME. 
J'abaisse- >î/jP perpendiculaire à DE y alors ElFsera \di projection 
orthogonale de l'arc visible, qui paraîtra par conséquent comme la 
droite FE^ et la ligne Oqc sera le rayon visuel que l'observateur 
dirigera sur le milieu apparent de l'arc visible ^QMEi ainsi l'on 

aura Ce = — . 
La ligne i^ est plus petite que le diamètre DJB, de la quantité 

J^F = ^^; mais AF^= CD.sin u£D^ à cause du triangle rec- 
t angle AFC ; par conséquent 

D'ailleurs, AD = Q<y, comme complément l'un et Tautre de 
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Tare ZéQi donc 

DF= iCD sin» lQS=ar sin* i(x — z) j 
donc 

Qî=: ^= r sin' {(x— 2). 

D'un autre côté, le triangle rectangle OCc donne, en faisant 
OC=:DfetCOc = 9, 



tang = '-^ 'i 



donc, Terreur de l'observation réduite en secondes sera 



^^R'/J^l^ (,). 



Si le Soleil et l'objet auquel on compare la tour sont du même côté, 
la correction est additive; s'ils sont de difierens côtés, la correction 
est soustractîve; enfin, si ^>z, le Soleil est à droite de Tobserya- 
teur : tout cela est évident. 

U ne reste plus , pour calculer la formule précédente , qu'à déter- 
miner 5C — z ; en voici le moyen : 

On mettra le limbe du cercle dans une situation verticale, et après 
avoir fixé le mieux possible la lunette supérieure sur le centre du 
signal, on tiendra compte du nombre de degrés marqué par l'index 
du cercle azimutal ; ensuite , on fera tourner l'instrument sur sa co- 
lonne, suivant l'ordre des divisions de ce cercle, pour amener la 
même lunette dans le vertical du SoleiL L'arc parcouru par l'index 
sera, dans tous les cas, le supplément à deux angles droits de 
l'angle ^ — - z ; car par ce mouvement l'index a décrit l'arc de droite 
ou de gauche COS\ dont le supplément est QCS = x — z; et il est 
visible que la position du Soleil, à l'égard de l'observateur tourné 
vers le signal, dépend de la grandeur de l'angle COS' ^ ainsi, pour 
le cas de la figure, le Soleil est à droite. 

Si l'instrument n'a point de cercle azimutal, on le disposera ho- 
rizontalement, et ensuite on dirigera sur le signal la lunette supérieure 
dont l'index est arrêté à zéro; on y amènera de même la lunette 
inférieure. L'instrument étant fixe dans cette position , on dirigera la 
lunette supérieure dans le vertical du Soleil, au moyen d'un fil-à- 
plomb placé près de l'objectif, et dont l'ombre devra se projeter sur 

1. 25 
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la lunette dans le sens de son axe. L'arc parcouru sur le limbe sera 
l'azimut COS' observé entre le Soleil et le signal , ou le supplément 
à deux droits de Pangle (x — z). 

A la rigueur, cet azimut, au commencement de robseryation, 
n'est pas le même qu'à ta fin, parce qne le Soleil s'approche ou 
s'éloigne continuellement du méridien du signal; mais pour un petit 
ihteryalle de tems , le mouvement de cet astre peut être considéré 
comme uniforme. Donc, si l'on prend un milieu entre les deux 
azimuts dont nous venons de parler, on aura l'azimut pour le 
milieu de l'observation, et c'est celui qu'il Ëiut employer pour plus 
d'exactitude. 

EXEMPLE. 

Supposons l'azimut CO^y pris avant Fobservation. . = i75',35' 
et pris aussitôt après l'observation . . « = 176 ,65 

L'azimut pour le milieu de l'observation sera . . . . = 175 ,ôo 
dont le supplément à deux droits • • • • ^^^ 

sera la valeur de l'angle (x — z), = a4,5o. 

Maintenant si, dans la formule (1), on a r=4",75, etJ9s=: i843a"% 
on en obtiendra le résultat ainsi qu'il suit : 

log iî* 5,8o388 

log r 0,67669 

log. sin i (x — z) , 9,38167 

idem 9,38167 

c.log.Z? 5,73443 

0,77814 = 6*. 

L'angle 6, ou la correction à faire à l'angle observé est donc db 6*. 
Le choix du signe est certain^ d'après ce qui a été dit précédemment 

i4o. C'est sur-tout les phases des signaux, auxquelles personne 
avant M. Delambre n'a eu égard, qui produisent de grandes discor- 
dances dans les séries relatives à un même angle. Un Mémoire ma- 
nuscrit qu'a bien voulu me communiquer cet illustre astronome, et 
qui a pour titre, Réflexions sur les différentes espèces de signaux, 
confirme cette remarque, et fait mention de toutes les difierences 
entre l'angle plus grand et l'angle plus petit parmi ceux obtenus entre 
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deux objets 9 dans l'opération de la méridienne. Il est donc bien 
important de fidre un bon choix de signaux, et d'éviter parmi les 
monumens existans ceux qui, comme le belvéder de Cullan, auquel 
estdûle grand écart de iQ"y^{Bas€ du&ystèmemétriquejl. I, p. 321), 
ont la forme d'une pyramide octogone écrasée; car si, à une grande 
distance , les sommets de ces pyramides deyiennent invisibles , le 
calcul des phases est nécessairement incertain, parce qu'on ignore 
à quelle hauteur on a visé. Un autre écart de i^'^^fi se trouve 
p. 3aa, entre deux séries, l'une du matin, l'autre du soir, où les 
signaux étaient éclairés en sens contraires, (n Méchain , dit M. De- 
y> lambre , n'a publié que la moyenne entre les deux séries, et cette 
» moyenne est confirmée par une autre série observée dans l'ombre. 
3» Ces observations prouvent l'eSet considérable des phases ; elles 
j» prouvent en même temps qu'on peut les éluder et les anéantir, n 
Néanmoins les signaux de réverbères paraissent à cet égard mériter 
la préférence, quoique ceux qui en ont fait usage aient trouvé de5 
écarts de plus de 4'^; aussi M. Laplace a-t-il désiré qu'on les em^ 
ployât pour la mesure de la grande perpendiculaire de Strasbourg à 
Brest, ainsi que nous l'avons déjà annoncé (art. 11a). 
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CHAPITRE VIIL 

JDe la mesure des bases, des moyens de les ramener à une 
température unique, et de les réduire au niçeau de la mer. 

i4i. jLjA mesure des bases est une des opérations les plus délicates 
et les plus importantes de la Géodésie, lorsqu'il s'agît de déterminer 
rigoureusement les côtés d^un réseau trigonométrique. Il est essen- 
tiel que les bases soient, sinon les plus rongue8.possible,du moins en 
rapport avec les côtés des triangles auxquels eltes appartiennent;' 
qu'elles soient établies sur un terrain de niveau, ou plutôt que les lignesp 
géodésiques qui les représentent soient situées dans des plans ver-^ 
ticaux, et fiissent par conséquent partie des grands cercles de la* 
Terre ; que leurs longueurs soient déduites d'une unité de mesure 
par&itement connue et ramenée au même état de température; car 
on sait que les métaux, les bois, etc., passent par ditlerens degré» 
de dilatation lorsque la température de l'atmosphère varie; enfîn^ 
il importe que ces bases soient projetées sur une surÊice unique, 
telle que celle de la mer. 

Les règles qu'on emploie dans la mesure des bases sont de métal, 
ou de bois, et représentent un multiple de l'unité de mesure, du 
mètre par exemple; elles doivent être étalonnées avec la plus scru- 
puleuse attention, c'est-à-dire comparées à cette unité, afin de con- 
naître exactement leurs longueurs. Lenoir, l'un de nos plus habiles 
artistes , a imaginé pour cet effet un instrument nommé comparateur; 
on en peut voir la description et l'usage dans le 3^ volume de la Base 
du Système métrique décimal j p. 447. 

Nous venons de faire observer que l'influence du calorique sur les 
corps, se manifeste par Taugmentation on la diminution de leurs vo- 
lumes, et l'on a trouvé que par chaque degré du thermomètre centi- 
grade, le platine se dilate de o,ooooo85G5 dans chacune de ses dimen- 
sions, le fer de 0,000010666, et le cuivre jaune de 0,00001 7843; mai» 
pour l'objet actuel, la dilatation dans le sens de la longueur des régies, 
est la seule qu'il ûnporte de connaître , afin de pouvoir prendre pour 
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longueur d'une base celle qui répond à une température unique 
adoptée pour terme de comparaison. 

Supposons, dans la vue de fixer les idées à cet égard, qu'une 
règle de fer, étalonnée a la température de 10 degrés du thermomètre 
centigrade, ait été trouvée précisément de même longueur que la 
règle de piatine soumise à la même température, mais ne représen- 
tant le mètre qu'au terme de la glace fondante j supposons en outre 
que Ton ait mesuré avec la règle de fer une longueur K a\a tempé- 
rature moyenne de 18% on saura combien cette longueur contient 
de mètres , ainsi qu'il suit. 

Désignons d'abord par dilatation absolue ^ la dilatation totale 
qu'une règle de métal, d'une longueur déterminée, acquiert enpasr 
sant d'une température quelconque à une autre plus haute j désignons 
déplus, dans les mêmes circonstances, par dilatation relative j 
l'accroissement de longueur évalué en parties de la règle prise pour 
unité, au terme de la température la plus basse. 

Cela posé, si P et i^ sont les dilatations relatives du platine et du 
fer, pour chaque degré du thermomètre centigrade, et que x soit le 
degré de température auquel il faut ramener la règle de fer, afin que 
sa longueur représente réellement le mètre; on aura, en prenant 
pour unité de longueur chacune des règles à la température de l'éta- 
lonnage y 

mètre en platine = 1 •— lop, 
mètre en fer =1 — (10 — x) JFj 

égalant ces deux valeurs, on tire 



X = 



io(F— P) 
F 



Or, en supposant, comme ci-dessus, i^ = 0,0000x7845; . ^ • . . # 
P = o,ooooo8565, on obtiendra 

X =s 5', 1998, ou simplement x =s 5',a[; 

c'est la température que doit avoir la règle de fer pour représenter 
le mètre. 

Mais la base K ayant été mesurée à la température moyenne 
de 18', et trouvée par conséquent trop courte, il faut, pour l'ex- 
primer en u[^tresy la diviser par la longueur de la règle de fer. 
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ramenée à la température de 5^,9, ou, ce qui est de même, tenif 
compte de Texcès de température de i& — * 5^,a = is',8 : partant, 

longueur de la base en mètres = 7— |f;8F = . - 0.0^^^83904 

K 

*" O; 99977 »6o96^ 

Donc, une longueur K égale à 10000 fois la règle de fer, vaudrait 
X + ifi,SF.K=ii ooocT + a* aSSg; d'où Ton voit que la correction 
de température étant ici de 2'",a839 , il n'est pas permis de négliger 
cette correction , quand les bases doivent être mesurées avec une 
très grande exactitude. 

Remarquez qu'il est plus simple d'étalonner une règle d'un métal 
quelconque sur une autre règle de même matière, parce qu'alors il 
est inutile de constater le degré de température à laquelle cette opéra* 
tion a eu lieu. Si, par exemple, une barre de fer a été étalonnée sur un 
inètre de même métal, elle représentera la longueur réelle du mètre 
à la température de la glace fondante, c'est-à-dire 3 pieds n'^-j-agô 
de la toise de l'Académie, prise à i5 degrés du thermomètre de 
Réaumur. 

Les astronomes français qui furent chargés de la grande opération 
relative ù la fixation du mètre définitif, employèrent des régies de 
platine et de cuivre, formant, par leur superposition , des thermo- 
mètres métalliques. Ces règles ne furent point mises en contact, 
afin d'éviter l'émoussement de leurs extrémités elle recul ^ mais le 
petit intervalle qui les séparait fut mesuré avec un languette graduée, 
conune on le verra bientôt 

Dans les opérations géodésiques ordinaires, on peut, sans incon- 
vénient, mettre |es règles ou les perches bouta bout j mais il convient 
de mesurer deux fois, et en sens contraires, la même base, et de 
prendre pour vrai résultat la moyenne des deux mesures obtenues. 
A défaut de règles de fer, on se sert, avec avantage , de verges de bois 
de sapin trempées dans l'huile bouillante, puis garnies d'un vernis 
épais; parce que, par cette opération, elles sont très peu sensibles^ 
aux variations hygrométriques de l'air. La figure 516 représente la 
forme d'une de ces verges ; les branches du losange ABCD et la 
traverse CD servent d'arcs-boutans à la règle ^fi, et TempécheDl 
par conséquent de se courber latéralement. On a au moins deux da 
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ces verges^ qu'on étalonne avec beaucoup de soin, et à chacune des- 
quelles on donne communément 5 mètres de long. Leurs extrémités 
doivent être très peu épaisses, garnies en fer et à vives arêtes, afin 
d'obtenir un contact parfait. Le mieux est que ces extrémités soient 
représentées Tune par un clou à tête ronde, l'autre par un clou à 
tête plate. 

Avant de procéder à la mesure d'une base, on trace un alignement 
avec la plus grande précision possible, à l'aide de jalons ou perches 
bien droites garnies par le haut d'un petit carré de carton, et par le 
bas d'une pointe de fer, afin de pouvoir les ficher en terre. On fait 
disposer tous ces jalons en ligne droite ou dans un même plan ver ticàf, 
au moyen d'une lunette placée à une extrémité de la base, et dirigée 
sur l'autre extrémité. Cette lunette doit se mouvoir d'ans le sens ver- 
tical, à la manière des lunettes des passages, afin de pouvoir Télever 
ou rabaisser selon que le terrain l'exige. Ensuite, on place les règles 
sur un pont formé de plusieurs madriers calés solidement sur des 
trépieds ou chevalets : on les aligne avec le plus grand soin , et on les 
fixe sur le pont au moyen de brides , afin qu'en ôtant la première pour 
la placer en avant des autres, celles-ci n'éprouvent aucun dérange- 
ment. Comme il importe d'observer la température des règles, on 
leur adapte des thermomètres, mais l'on prend la précaution de les 
préserver de l'action directe du soleil. Si ces règles ^ dont on doit 
soigneusement éviter la flexion , ne pouvaient être disposées hori- 
zontalement, l'on mesurerait leur inclinaison à l'aide d'un niveau à 
perpendicule gradué, comme on le voit (fig. 27); mais en les mettant 
constamment dans une situation horizontale, ce qui, du reste, &it 
perdre beaucoup de tems, il arrive alors, à cause des inégalités du 
terrain ou de son inclinaison, qu'il faut Êiire Ëiire aux règles des res- 
sauts comme bc,de ( fig. 228 ). Dans ce cas, l'on fait correspondre 
exactement l'extrémité postérieure de la règle cûf,*à l'extrémité an- 
térieure 6 de la règle ab: or, c'est à quoi l'on parvient à l'aide d'un 
fil-à-plomb- 

Nous terminerons nos remarques à ce sujet, parce que l'ingénieur 
intelligent saura suppléer à nos omissions , modifier selon les cir- 
constances les moyens d'exécution et les procédés pratiques que nous 
indiquons, et donner aux divers instrumens à employer daus la 
mesure des grandes bases, tout le degré de perfection dont ils pouiw 
raient être susceptibles. 
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i43. La rédaction des règles à l'horizon s'eflèctue très facilement^ 
En effet, soit / une longueur quelconque, 6 son inclinaison, et xsa 
réduction à l'horizon ^ ou sa projection horizontale; on aura éyi-* 
demment 

x=zlcosQ. 

Mais comme 0, qu'il n'est pas nécessaire de connaître très exacte- 
ment, est toujours un très petit angle, cette formule ne pourrait 
donner x avec assez de précision ( art. 91 ), il vaut mieux alors cal- 
culer le petit excès de / sur Xi ainsi on aura, en supposant donné 
en minutes, 

/ — X=/(i— cosfl) = a/sin*Q=i/9*sin*i'. 

Dans la pratique. Ton met cette formule en table, afin d'abréger 
considérablement les opérations numériques ; et si les observations 
donnent le double de l'inclinaison 0, on le prend pour argument , ce 
qui dispense de feire chaque fois une division , et rend le résultat plus 
sûr. Dans ce cas, la formule se met sous cette forme : 

/— ;c = |/sin»(afl). 

Quant à la différence dn de niveau des extrémités de la longueur i^ 
on voit bien qu'elle est égale à 

J/z = / sin = /. 6 sin l'j 

ainsi, la somme algébrique des dn donnera la différence de niveau 
des extrémités de la base. Toutefois il ne faut pas considérer cette 
différence comme étant rigoureusement déterminée par cette mé- 
thode; car d'une part, les inclinaisons ne sont pas évaluées avec 
assez de précision, et de l'autre, les dn sont trop peu exactes et 
par trop multipliées. 

En insistant sur la nécessité de faire les extrémités des règles 
d'une très petite épaisseur , on a pour but d'atténuer les erreurs des 
contacts, qui ne s'opèrent pas toujours de la même manière, à cause 
des diverses positions des règles à l'égard de l'horizon : éclaircissons 
peci par un exemple. Supposons que abj bcy {/^, ^soient quatre 
règles consécutives mises eu contact, la première horizontale, et 
les ti^ois autres inclinées , comme le représcialc la figure 2g, La lon^ 
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gaeur totale de ces qufttre régies réduites à l'horizon , sera 

a^V H- b'c H- rfV +/'ff9 tandis que la distance horizontale a'g^ ou 
la longueur réellement mesurée, sera plus grande que celle observée^ 
de la somme des intervalles c(fj e'/'. Or, relativement à cd\ l'épais- 
seur de la deuxième règle est cd=^e\ si donc 8 est l'inclinaison de 
cette régie, on aura cd^ = 6 sin 6. A Tégard de la troisième règle» 
son épaisseur sera seulement représentée par ef^=i c' ; si donc V 
est son inclinaison^ l'on aura éf'iszi sinG'; ainsi, Terreur des con^ 
tacts est 

« sin fl -4- é' sin fl'j 

quantité qu'il faudra ajouter aux quatre longueurs des règles réduites 
à l'horizon, pour avoir la longueur vraiment mesurée; mais cette 
correction pourra être considérée conmie nulle par la précaution 
indiquée précédemment. 

i45. Il est sans doute beaucoup plus CQmmode de choisir pour 
base une ligne droite , ou , pour mieux dire , une ligne exactement 
située dans un même plan vertical ; mais il est des cas où cela est 
impossible. Les bases de Melun et de Perpignan mesurées par 
M. Delambre, ofirent en effet chacune l'exemple d'une Ugue géodé- 
sique brisée , dont les extrémités étaient même à quelque distance 
des deux termes choisis pour centre des stations. 

Soit ACB (fig. 3o) une ligne brisée ; S^ V les exbrémités de la 
véritable base , SA et VB des droites respectivement perpendicu- 
laires aux deux arcs sphériques AC^ J5C mesurés, et C Tangle hori- 
zontal que forment ces deux arcs. Le triangle ABÇ étant réellement 

^sphérique, il faudra , avant de calculer la distance .^/i? pour en dé* 
duire ensuite f^S^ trouver l'excès sphérique de ce triangle (açt loo), 
retrancher de l'angle Cle tiers de cet excès ^ et &ire usage de la mé- 
thode de l'art, ga pour calculer la base^J? et les angles CABy CBA. 
Si au contraire on adoptait le procédé de M. Delambre (art. i3o), on 
retrancherait de chacune des deux parties ^C,£C de la base brisée, 
la quantité dont elles surpassent leurs cordes respectives, ainsi que 
nous allons le faire voir; on réduirait à ces cordes l'angle horizontal, 
et l'on prendrait pour base véritable la corde qui joint les points A 

. et 5, et qui s'obtient par la résolution d'iui triangle rectiligne. 

£n désignant par 61e côté d'un triangle sphérique très peu courbe. 



203 TRAITÉ DE GÉODÉSIE. 

pour une sphiire dont le rayon tt= i , et par k là toràt eorrMpoo- 
dante^ on auïa , par la première des iséries de l'art 91 ^ 

Lorsque flest la longueiur d'un are^ et K celle de m corde ^ fwar 
un rayon =p, on a évidemment 

donc. 

J — A0Ui = ïV7' 

Tel est l'excès de Parc sur sa corde y dans la «opposition que b fait 
partie du rayon pris pour unité ; mais cet €xcès sera donné en même 
mesure que le rayon de la Terre ^ en multipliant par p la valeur de c, 
c'est-à-dire qu'alors 

fl-XouS = ^^. 
Enfin 9 Ton aura 2 en secondes, à Vaide de la formule 

li'arc ou la corde u^B^ ainsi que les an^es CABy CBJi étant dé« 
terminés par le moyen que Ton vient d'indiquer, on résoudra les 
petits triangles rectangles ^£</a, P^bj^ans lesquels on connaîtra les 
angles et les hypoténuses SA, f^B^ et il ne s'agira plus, pour ob- 
tenir Sf^y que de calculer son excès sur P^af = ba : or, dans 1% 

triangle rectangle ^';^, on a ^'= ^^'*-+- sii\ d'où 

donc l'excès cherché, ou 

sans erreur sensible. 

i44. Voici maintenant comment on réduit une base au niveau de 
la mer. 
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Soit fi (% 5i)l6 rayon de la Terre réputée sphériqoe y pour le ni- 
teau de la mer; p -f-il le rayon pouf le sol de la base^ikCB, siq>posé 
dé niveau; h sera! Fétération A a du sol au-dessus de la sur&ce des 
eaux. Soit de plus B la base mesurée^ JiB, et & la base réduite amb. 

Cela posé, puisque les arcs semblables sont entre eux comme leurs 
fayons^ Ton aura 

prenant la valeur de h y et ajoutant de part et d'autre — A, il viendra 

Bh 

y, t Bh ., f Bh f . A\-> 

puis développant la puissance négative, on aura 

J5_j = ^.«j5*; + j9^_ 

Tel est l'excès de 5 sur ft.Nous apprendrons au chapitre des diffé- 
rences de niveau à déterminera. 

Tous les côtés des triangles que l'on calculera d'après la base 
réduite 6, seront des arcs de grand cercle d'une même sphère. Si 
au contraire on prend pour base la corde de l'arc h^ ces côtés 
seront les arêtes lïiêmes du polyèdre inscrit dans la sphère dont le 
rayon =r p. 

Comme la sùi^ce des mers s'élève et s'abaisse chaque jour par 
l'effet des marées, l'on est convenu de prendre pour liiveau absolu, 
celui qui tient le milieu entre la plus haute et la plus basse mer; 
c'est en effet, à très peu près, ainsi que M. Laplace l'a démontré, la 
hauteur à laquelle les eaux de l'Océan se trouveraient constamment, 
sans l'action de la Lune et du Soleil. On suppose alors tous les 
triangles d'un réseau projetés sur le prolongement de la surface d'une 
mer tranquille. 

Description et usage des règles de platine qui ont servi dans 

ropération de la méridienne de France. 

145. Les règles de platine, dont nous avons déjà parlé à l'art. i4i , 
sont au nombre de quatre; elles ont la pieds de long sur 6 lignes de 
largeur environ et une ligne d'épaisseur. Chacune est recouverte 
d'une règle de cuivre qui est de six pouces plus courte que la règle 
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de platine; l'one et l'autre sont seulement fixées ensemble par ime 
des extràmtés, afin que la dilatation des métaux ne se manifeste q«» 
du côté de l'autre extrémité qui se trouve libre (voyez fig. 5s). On 
apprécie alors à chaque moment l'effet de la température, par la 
quantité dont le cuivre se dilate plus que le platine : cette quantité 
ou différence des deux dilatations s'estime à l'aide des divisions ah 
tracées vers l'extrémité de la règle de cuivre, sur une petite pièce 
de ce métal, entraînée par la règle de platine. Chaque division 
est îriîô de la longueur de la ïègle de cuivre, et le vemier n dona» 
des parties dix fois plus petites , ou des soo millièmes de la même 
longueur. Les divisions se lisent aisément, au moyen des microscopes' 

JLty jLj . 

La languette cd est une petite règle de platine divisée aussi en 
âo millièmes de la règle de même métal , ftssujétie à glisser entre deux 
rainures du côté du thermomètre métallique; elle sert à mesurer le 
petit intervalle qu'on laisse entre les règles , lorsque Ton mesure une 
base, et son vemier est en /^^ Pour préserver ces règles des accidena 
qui pourraient survenir dans le transport, et pour les rendre même 
plus propres à l'usage auquel elles sont destinées, chacune est en- 
châssée dans une pièce de bois de sapin , de manière à être main- 
tenue constamment en ligne droite. Sur le petit toit TT' qui couvre 
le tout , sont deux pointes de fer pp^ placées aux extrémités dé 
chaque règle , et que l'on aligne dans la direction de la base , quand 
OD (^re. Les toits des règles sont peints de couleurs di£fêrentes ^ 
pour les distinguer, et sont en outre numérotés. 

Les trépieds sur lesquels on pose les règles , ont chacun à leura 
angles des vis qui donnent le moyen d'élever ou d'abaisser ces règles, 
pour pouvoir faire usage des languettes. 

L'instrumentées (fig. 33) est une espèce d'équerre composée d'un 
arc de cercle gradué , et d'une branche de cuivre à laquelle , vers soa 
milieu, est fixé un niveau à bulle d'air e/l Cet instrument se place 
sur chaque règle à la manière des maçons, et lorsque la verticalité 
de la branche est indiquée par le niveau , on écrit le nombre de degrés 
que marque la ligne de foi de l'extrémité de cette règle. On retourne 
ensuite l'instrument, et l'on remet la branche dans la situation ver- 
ticale ; alors l'arc qu'elle a parcouru est le double de l'inclinaison 
de la règle de platine. 
Borda, qui est l'inventeur de ces règles, a reconnu par des expé- 
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xiences très délicates et répétées ayec beaucou]^. de soin , que le 
thermomètre métallique de la règle n"" i , marque 585^',5 à la tempé- 
rature de la glace, et que TaloDgementde chaque règle est de o'^',g245 
pour une partie des thermomètres. Cela posé y si f est le terme imô yen 
de toutes les observations du thermomètre métallique de la règle n* i , 
Eûtes pendant la mesure de la base, 

(f — 385',3) X o,9a45 

sera la correction moyenne de température relative à cette règle 
prise pour module au degré de la glace j module que nous désignerons 
par Jlf. 

Les mêmes expériences ont &it connaître que la règle n* a, exposée 
à la même température, est plus courte que la première de 0,3, et 
que son thermomètre marquait alors SSS'^^S; par conséquent la cor- 
rection qui convient à cette règle est 

(f — 385,5) X 0,9345 — 0^,3. 

On a vu aussi que les corrections respectives des règles n"" 3 et 
D*4> ^^^^ dans les mêmes circonstances, 

Çtf" _ 58o,3) . 0,9245 ~ 0^,4 , 
[v^ — 384,5) • 0,9345 — . o ,4. 

Or, en multipliant chacune de ces corrections par le nombre de fois 
que les règles correspondantes ont été portées sur la base, on aura 
la correction pour les quatre règles. Mais ce résultat peut se trouver 
plus simplement; car si t désigne le terme moyen des observations 
des quatre thermomètres, fèiites pendant la mesure de la base, auquel 
cas t = somme des thermomètres divisée par le nombre de fois 
qu'ils ont été lus, la correction moyenne cherchée sera évidemment 

(t— 383'',8). 0,9345 — 0^,35 = P. 

Les parties de cette expression exprimeront des deux cent-millièmes 
de la longueur fixe M. 

Maintenant, soit/i le nombre de fois que les règles ont été employées 
dans la mesure de la base; on aura, pour la correction totale, nP. 
Mais il faut encore corriger les petites distances d'une règle à l'autre, 
mesurées par les languettes; et à cet égard, il s'agit de foire séparé- 
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ment une correction de température à chaque distance observée, t^ 
une autre correction des yemiers, quf est la tnéme pour toutes les' 
distances. La première correction est tonfours adctitire, si.la tefn« 
pérature est au-dessus de zéro \ la seconde s'est trouvée soustrac-^ 
tîve et =5 — o^,i5. 

La première correction pourrait être donnée au moyen d'une 
petite table qui aurait pour premier argument les parties de ther- 
momètre métallique observées pendant la mesure, et pour deuxième 
argument les parties données par les languettes. Si , par exemple , le 
thermomètre marquait 45o^, et la languette n* i , aooo^ la table de 
correction de température devrait donner cffi. En efiet^on sait par ce 
qui précède, que chaque règle s^alonge de 0,9345 pour une partie de 
son thermomètre j par conséquent, pour 46o — 585,3 =: 64^,7, elle 
s'alongerade6o^;etpuisquela languette marque aôoo^, l'alongement 
relatif à cette longueur sera le quatrième terme de la proportion 
suivante , dans laquelle le premier terme exprime la longueur de 
la règle, 

200000 : 2000 :: 60 : jc=:o,6; 

c'est ainsi que Ton formerait la table dont il s'agit j mais nous verrons 
plus loin qu'on peut éviter cette table. 

Pour concevoir la raison de la seconde correction, il faut remar- 
quer que la ligne de ibi du vemier n* 1 ne tombait pas exactement 
sur le zéro de la division à l'instant du contact des règles, puis- 
qu'alors elle marquait 0^,7 ; la vraie distance de la règle n* 1 à la sui* 
vante doit donc être diminuée de cette quantité , ou ce qui est de 
même , la correction du vemier n* 1 = — 0^,7. Celles des trois autres 
vemiers étant respectivement -f- 0,9; — 1; 4-o,a, il s'ensuit que 
le quart de ces quatre nombres, ou que la correction moyenne des 
verniers est, comme nous l'avons rapporté, — o'',i5. 

Enfin on calculera, pour chaque règle, la correction de l'inclinaison 
à l'horizon ; puis l'on réduira toutes les distances horizontales par- 
tielles, au niveau d'une des extrémités delà base, par exemple, et 
ensuite la longueur totale de cette base au niveau de la mer, comme 
nous l'avons expliqué plus haut. 

Borda fit aussi la comparaison de la toise de l'Académie avec la 
règle n** i.Il trouva, en dernière analyse, que cette règle = 2 toises 
5'',4, quand son thermomètre marque 386^,2; qu'elle est;;^ 2 toisce 
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•^ %^ lorsqae le thermomètre marque 4 1 3^,4, et qu'à iG"" ^ du ther- 
■aomètre centigrade, le thermomètre métallique mdique 415^,4. 

Il est donc aisé de déduire de là, par une interpolation, qu'à ce 
même degré de température choisi par Bouguer, pour étalonner lefi 
perches dont il fit usage au Pérou , la règle n* i = M+ 27^^ = 3 toises 
^^-fl'^yS, et par conséquent que les 9 toises = Jf + 30^,3. 

U ne reste plus qu'à trouver le nombre de toises contenues dans 
une base B exprimée en unités du module M.^ ou de la règle n* 1 
rapportée à la température de la glace. Or, les parties de M étant 
des aoo millièmes de cette longueur, la double toise du Pérou ^ prise 
au degré de chaleur \& i^j vaut 

•^ aooooo' 

en faisant Jlf = 1 . Elle sera donc contenue dans la base B un nombre 
de fois exprimé par 

B 9000000^ 

3o,3 2iooo3o3 

s -I- "— 

aooooo 

C'est à de pareils moyens qu'il &ut recoui^ir,. pour que les résultats 
d'une bonne triangulation puissent jeter du jour sur la véritable figure 
de la Terre. 

Postérieurement aux expériences précitées de Borda, une com- 
mission de savans fit, en 1799 , une nouvelle comparaison de la toise 
du Pérou avec les 4 règles de platine qui avaient servi pour la mesure 
des bases de Melun et de Perpignan. Elle reconnut, i"". que la règle n* 1 
était exactement le double de cette toise à la température de i3* de 
Réaumur; s^ que le quart de la longueur de 4 régies mises bouta 
bout , ou que la règle moyenne surpassait la règle n* 1, de o'. oooooso; 
3*. que le point de la glace à ces mêmes règles, était de o'.oo383.3; 
4*. que 10 degrés du thermomètre de Réaumur valaient o^^^^Q du 
thermomètre métallique; 5^ enfin, que la correction moyenne du 
vernier des languettes était — o*,ooooo.3644. Pîous ferons bientôt 
usage de ces résultats. 

En 1784, pour mesurer la base de Ilonslowheath, des savans an- 
glais employèrent avec beaucoup de succès des tulx's de verre, dont 
la dilatation est moindre que celle de Tacier, du fer fondu, et de toute 
#spèce de cuivre* Les expériences qui furent fuites à ce sujet, firent 
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même connaître qu'une verge massive de verre est plus dilatable 
qu'un tube de même matière. Mais ensuite ces savans jugèrent à 
propos de mesurer une base de vérification avec une chaîne d'acier 
parfaitement bien construite , aussi exacte et plus solide que les tubes 
de verre. Les deux bases ^ situées à 60, milles de distance l'une de 
l'autre, ayant été liées par un réseau de a4 triangles, il ne se trouva 
que 4 pouces i de différence entre la mesure directe de l'une d'elles et 
le résultat du calcul. Néanmoins, jusqu'à présent, rien ne surpasse 
en exactitude les opérations géodésiques qui ont servi de fondement 
à notre système métrique. 
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CHAPITRE rx. 

jipplication de la théorie précédente au calcul des bases. 

PREMIER EXEMPLE. 

i46. iNous choisirons pour premier exemple, la base dite de la 
Goldalchj mesurée en Bavière par les ingénieurs-géographes fran- 
çais y parce qu'elle est susceptible d'un grand nombre de réductions. 

Pour mesurer cette base, l'on fit usage de 5 régies de bois de sapin, 
qui avaient chacune 5 mètres, et qui étaient construites comme nous 
l'avons dit précédenmient. Ces règles , mises bout à bout et en ligne 
droite, composaient une longueur appelée portée. Chaque portée, 
placée sur des poutrelles soutenues par des chevalets, fut mise de 
niveau, afin d'éviter la réduction à l'horizon, et de pouvoir mettre 
plus intimement les règles en contact. On observa la température de 
chacune de ces règles avant de les changer de place, et l'on considéra 
la moyenne des cinq températures, comme la température de la 
portée que représentait ce système de règles. Enfin, après avoir pro- 
cédé de la sorte, en allant d'une extrémité de la base à l'autre, on 
trouva 866?®''*^, -r^-h dans la longueur de cette base. 

Il restait à étalonner la portée, et à connaître exactement sa di- 
latation , pour appliquer à la base mesurée la correction de tempé- 
rature et l'évaluer en mètres. Or, afin d'atteindre ce but, l'on jugea 
à propos d'établir sur le terrain un étalon invariable : c'était deux 
pieux implantés en terre, et distans l'un de l'autre d'un peu plus de 
25 mètres. Il fallait alors connaître rigoureusement la longueur de cet 
étalon, c'est-à-dire la distance fixe des centres des pieux, et ensuite 
comparer cette longueur à celle de la portée. On employa à cet efiet 
un mètre provisoire en cuivre qui représentait exactement, à la tem- 
pérature de lo grades, 3 pieds 1 1 lignes ^ de la toi^ du Pérou prise 
à la température de i3* de Réaumur, ou de i6«,a5. Mais pour me- 
surer l'excès de l'étalon sur la portée, l'on se servit d'un autre mètre 
en cuivre, divisé en millimètres, et auquel on avait adapté un verr 

1. 37 
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nier (art. ii5). Ce mètre auxiliaire fut trouvé un peu plus court que 
le métré provisoire ^ dans le rapport de Soooo à 5ooi4. 

Voici maintenant les principaux résultats des expériences dont il 
s'agit. 

Expériences relatives à la longueur E de rétalon. 

Ala tempcr. de 9^,575=5? ,onatrouvé E=:a5"''+o,o8775=:fl5-H, 

16 ,875=^ £J=25 +o,o839o=fl5+«'f 

a6 ,25o=ï'' E=a5 -H>,07888=a5-i-i". 

Remarquez que les unités représentent des mètres provisoires, aux 
températures f, ï', t", et les fractions c, /, c", des parties du mètre 
auxiliaire : ces parties doivent donc être multipliées par le rap- 
port USt?» puisqu'elles sont trop grandes* 

Expériences relatives à l'excès mr de ^étalon sur la portée. 

A la température de 9',375=:f , on a trouvé «r = 0,0995a , 

a6 ,a8o=^' cr"= 0,09052. 

Ces valeurs sont de même des fractions de mètre auxiliaire ; il est 
donc nécessaire de les multiplier aussi par le rapport ^~ , pour les 
évaluer en parties du métré provisoire. 

Soit £(,e) la longueur de l'étalon invariable , exprimée en mètrea 
provisoires à 10 grades de température, d la dilatation relative du 
cuivre, pour chaque degré du thermomètre centigrade; et, comme 
ci-dessus, it la température observée, € l'excès de l'étalon sur a5 fois 
la longueur du mètre, enfin k le rapport f^T^ : il est évident qu'on 
aura, en vertu des trois premières expériences, 

^00 =[25+ €*][l+d(« ~ 10)], 

£(,,5=[a5+ l'A:! [1 + rf(/' — 10)], 
£o.) = [a5 + €"A] [1 + !/(«"-. 10)]; 

ou bien faisant, pour abréger, 

a5 + €Â:=^, t — \oz=zB y 

a5 + ^k=u4'y f — 10 = 5', 

a5 + 6"A: = ^% J"— 10 = B", 

on aura plus simplement 
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£;(..) =^'(1+^5'), 

Ces trois équations ne renfermant que deux inconnues, savoir, E(,.y 
et d: Tune d'elles serait satisfaite par les yaleurs de £7(,o) et d déduites 
des deux autres, si les observations étaient exemptes d'erreurs j 
mais comme il n'en est jamais ainsi, Ton pourra , par exemple, com- 
biner ces équations deux à deux, et prendre une moyenne arithmé- 
tique entre les différentes yaleurs d'une même quantité ; de cette 
manière on trouvera 

£^,.j=:a5-',o874i; 

c'est la longueur de l'étalon en mètres provisoires, à la températive 
de lo grades. On aura en outre, par un milieu, 

cf = 0,00002093 ; 

c'est la dilatation relative de la règle de cuivre, employée dans la 
mesure de l'étalon. 

Maintenant, désignons par IIo la longueur de la portée au terme de 
la glace fondante, mais évaluée en mètres provisoires à 10 grades 
de température} par A sa dilatation absolue par chaque degré du 
thermomètre centigrade, c'est-à-dire sa dilatation évaluée'en frac- 
tion de mètre provisoire ; on aiu:a , d'après les deux dernières expé* 
riences rapportées plus haut, et en désignant toujours par £(,•) la 
longueur de Fétalon 

£(..)=no-HAt4.«^A [i-f.rf(f — io)]=n.+A« +^k (i-h rfB), 

£(,.j===:n.4- A«''-h'2r''A [1 + rf(i''--io)] ==n«+ Ai^'H- wU(i H-rf^^^ 

De ces deux équations du premier degré, l'on tirera aisément les 
valeurs des inconnues n, et A : faisant le calcul , on aura 

ITo = 24"-^,994o4 , A = o" ',0001 1667. 

Or, par le tableau des températures des portées, inséré dans le 
Registre des observations, l'on voit que toutes ces températures sont 
positives, c'est-à-dire au-dessus de zéro; ainsi, la correction totale à 
laquelle elles donnent lieu estadditive et de i"',g7754. Cette correc- 
tion, comme on le conçoit bien, est l'expression de la somme des 
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corrections partielles. Si, par exemple, n portées eussent été obser- 
vées à la même température T, la correction qui leur est relative 
serait évidemment nT£k. Mais le nombre de portées contenues dans 
la base était de 866,i486, par conséquent Ton a 

Longueur de la portée Oo = 24" ^99404 

multipliée par 866 ,i486 

produit -211648 ,55a7S 

Correction de température + ^ 9977^ 

Longueur de la base en mètres provisoires, iS' = a 1 65o ,55009. 

Postérieiu*ement à la mesure de cette base, le métré, déduit des 
opérations géodésiques de MM. Delambre et Méchain, fut définiti- 
vement fixé à 3 pieds 11 lignes -^^ de la toise du Pérou; le rap- 
port entre le mètre légal et le mètre provisoire étant donc ^g'^^^ » 

il est clair qu'il &ut multiplier par ^^^ la valeur précédente de iS' 
trouvée trop courte ; partant Fcm a 



mètres définitife ou BssdS' X 



443,440 



F*- 



La difierence de niveau des extrémités de la base étant très petite, 
on peut considérer la longueur B comme celle d'un arc de grand 
cercle terrestre compris entre les verticales de ces mêmes extrémités, 
et représentant le sol moyen de la base. Or, il résulte d'un grand 
nombre d'observations barométriques, que ce sol est élevé de 486" 
au-dessus du niveau de la mer ; la réduction de la base à ce niveau , 
évaluée au moyen de la formule de Tari. i44, sera donc—» i^jôôSa j 
de là 

base réduite au niveau de la mer = 2i655"',9098; 

c'est cette longueur qu'on emploie immédiatement dans le calcul des 
triangles, quand on les considère comme sphériques. 

Si M. Bonne, qui a dirigé les travaux géodésiques de la Carte de 
Bavière, en publie un jour le précis, par la voie du Mémorial du 
Dépôt de la Guerre , il sera possible que l'on trouve ses résultats 
relatifs à la base précédente, un peu differens des miens, parce 
que je n'ai voulu ni discuter à fond, ni faire connaître moi-même 
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toutes ses expériences ; aussi ne doit-on regarder ce qui précède 
que comme des exemples de calcul propres à guider en pareille 
circonstance. 

On devait mesurer une base de vérification avec des-règles de fer, 
dont l'appareil est assez commode, comme je m'en suis convaincu 
en mesurant, en 1811 , avec ces règles, une petite base dans laplaino 
du Vésinet, près St.-Germain-en-Laye, dans la vue de déterminer la 
hauteur de l'aqueduc de Marly au-dessus de la Seine. Mais malgré la 
précision qu'on obtient par un pareil procédé^ elle n'équivaut pas à 
celle qui résulte de l'emploi des règles de platine dont il a été parlé à 
l'ar-t. i45. Pour ne laisser rien à désirer à ce sujet, voici un exposé 
succinct de la mesure de la base de Melun, et des diverses réductions 
qui y sont relatives. 

DEUXIÈME EXEMPLE. 

147. M. Delambre, qui fut contraint de mesurer une ligne brisée, 
le long de la route de Lieursaint à Melun , employa quatre règles de 
platine de a toises chacune, et construites comme Aous l'avons 
dit (art. i45); les toits de ces règles étaient peints de différentes cou- 
leurs, afin d'éviter toute méprise. A la fin de chaque journée ^ et après 
avoir employé plus de dix-^sept fois ces quatre règles, on enfonçait 
dans la terre un pieu dont la tête était quarrée et recouverte d'une 
lame de plomb sur laqui&Ile on marquait, par deux traits croisés, le 
point où tombait le fil- à -plomb abaissé de l'extrémité* de la der- 
nière règle. 

L'arc de cercle du niveau qui servit pour évaluer l'inclinaison des 
règles, était de 10 degrés, formant lao parties, dont chacune valait 
par conséquent 5 minutes, et le milieu de cet arc était numéroté 60. 
L'alidade mobile à laquelle était adapté un petit niveau à bulle d'air, 
portait un vemier donnant la minute. ( Foj. la fig. 33. ) 

On jugeait que la règle allait en montant, en allant du premier au 
deuxième terme de la base , lorsque l'arc était plu» petit dans l'obser- 
vation directe qu'après le retournement (art. i45). En général, l'élé- 
vation de la partie de l'avant au-dessus du niveau de la partie de 
l'arrière, est égale à la moitié de l'excès du second arc ô" sur le pre- 

mier S', c'est-à-dire . On aura une idée de l'ordre que M. De- 
lambre mit dans ses observations . nar le tableau suivant. 
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N* I. 



des 

REGLES. 


XnKRMO. 

IliTALLIQ. 


LAVGVETTSi 

1 


NIVl 
vei 

BlIS. 


MALTOISIHS 


mcuN. 

DOUBU. 


RÉDUC. 

à 
l'boeu. 


dJY-h 
a6a 

+669 


4W- 


I 

a 
3 

4 


fart- 

4i6.o 
4i6.5 
4i5.o 
430.4 


4"9'8 
aSS.g 
346.4 
5t6.6 


53fa 
81.4 
50.4 
71.1 


eSPa 

38.0 
68.4 
48.1 


i3po 

43.4 

18.0 
a4«o 


9^0 

101. 4 
17.3 

3o.5 


637 

349 

1 


I 

a 
3 

4 


• 














• 
• 
• 
















48' 
96* 


10180^3 


a5736ri 




■ 




i48ira 


— i3a3o 


— ia56i 



Dans ce tableau, les parties des thermomètres métalliques et des 
languettes sont des 100000'*^ d'une toise (art i46); mais les unités 
des noml>res contenus dans les colonnes dN sont des dix-millièmes 

de toise. 

La colonne intitulée RéducUonàl^horizoTij comprend les nombres 
qu'il faut ôter de la longueur de chaque règle non compris sa languette, 
pour la réduire à l'horizon. Cette réduction se calcule au moyen de 
la formule 

3.2»sin*i8 = 4*sin*i(afl), 

dans laquelle 6 est rinclinaison de la règle. On aurait de même, pour 
la réduction de la languette /, 

a/ sin» \ (afl) = -J / 4' sin* ^ (afl). 
On voit donc que 

réduct. de la languette = réducL de la règle x r iong. de la lang. 

Mais M. Delambre a employé à cet effet la formule suivante, jiui 
est suffisamment exacte, et quia l'avantage de donner la réduction 

totale, savoir : 
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sx5 



réd. des laïur- = i ^^' ^«^ languettes X réd, des rè gles 
^* nombre des rèeles 



Le tableau précédent n'offire que les résultats de la première 
)oumée,oude la première page du Registre des obseryationsToici 
un second tableau où se trouvent réunis les résultats de chaque 

ï^- N. U. 



■ 


o 

H 

• 

1 
a 
3 

4 

5 

• 

• 

So- 

3i 

• 
• 
• 

6i 


lïOMBRE 
des 

RioLlé. 


SOMME 
des 

TtOMUOntTKE», 


SOMME 

des 

LAVCVZTTES. 


SOMME SOMME 
des rédactions des diflërenceg 
A l'hokizow. db viyeàv. 


' 


5a 

48 

5a 


aoi8aF3 


a5736f 1 


i48iFa 
1556.1 
83o.7 
893.1 
431.4 


— i256i 

— 5i8 


-f- 6414 
+ 3714 
H- 634a 
































• 






• 






« 


♦ ■ 


i5o4 


6.33488.3 


i6.55o6a.8 


a3458.i 


-56696 


"h iti33i 






■ 












Soai»" 
6042' 


la' 75863.8 


34*26068.3 


o»3a7îi.3 
178.8 


— T'agaa 


+ i4'6569 
— 7.3929 








o* 32890.1 


+ 7'364o 



Les règles, comme nous Payons dit, ont été réduites séparément 

à l'horizon, ce qui a produit o'.'5a7ii.3 

Et les languettes , réduites de même, ont donné . . 178.8 

En sorte que la réduction totale à l'horizon est . . o'.SaSgo.i. 

On fit correspondre, à l'aide d'un fil-à-plomb, l'extrémité de la 
première et de la dernière règle aux deux termes de la base; ainsi, 
la longueur mesurée doit être augmentée d'une épaisseur de cor- 
donnet évaluée à o'. 00067,8. 

On a donc 
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Longueur mesurée 6o4a' 



Languettes 

Epaisseur du fil-àrplomb . . . . 
Réduction des règles à Thorizon. 
Réd.des languettes à l'horizon . 

Base mesurée . 



34.a6o68.5 
+• o .00057.8 

— o .33711.5 

— 178.8 

6076'. 93236.5 



Thermomètres la. 76863. 8 

Somme des dN 7*. 364. 

Mais la dernière règle , ou la 3oa 1 ^' , dépassait réellement le terme 
austral, et l'interyalle réduit à l'horizon fut trouvé de o'.o54ga.8y 
quantité évidemment soustractive. 

DepluSjles deux parties de la base, dont l'une =:3g45', l'autre ai3i', 
formaient un angle horizontal de 179* 10' 47^,09 : en le réduisant au 
plan des cordes (art. i3o), on le trouve de 179* 10' 4o",9x ; d'où Ton 
conclut, pour la réduction à la ligne droite (art. 9a), — o'. 142571. 

Enfin, une petite correction, évaluée à +o'.ooooa . 78, est résultée 
de ce que la dernière règle était éloignée du coude où était placé le 
centre du poteau, de 1 pied 7 pouces 8 Ugnes. 

M. Delambre ayant substitué la corde à Tare , il faut en outre ré- 
duire chacune des parties de la base, à l'aide de cette formule : 

différence de l'arc à la corde = — ^^9 

dans laquelle R désigne le rajon moyen de la Terre (art. i3o). Faisant 
le calcul, on trouve 

Pour la partie 5946' — 

Pour la partie aiSi — 

Réduction aux cordes ... — 
Correct, du vemier des languettes (art. i45) — 

C'est - à - dire , la correction moyenne 
0.00000.5644 multipliée par le nombre des 

règles. 



o'oooa3.88 

3.76 

0.00037.64 
0.01100. 48 



Réductions précédentes 



X . a 



a'. 

5^ 

Somme, 

Résultat immédiat. 

Base corrigée. 



— - 0.05493.80 

•— o.i4a57.io 

+ o.ooooa.78 

•— o.ao855.a4 

6075,95356.35 
6075.73381. 11. 
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Les élémens de la réduction de la base au niveau de la mer sont 
donnés par ce qui suit. 
Le sol du terme austral est élevé au-dessus de la mer, de 56',! 1 
Celui du terme boréal, de 45,gi 

Moyenne entre les deux termes 4i',oo 

Le sol au coude est élevé de 4a,oo. 

En regardant Pélévation moyenne entre les deux termes , comme 
réiévation moyenne de la base , la réduction calculée par la formule 
de Part. i44 serait — ©',0761 5. En partageant la base en sept arcs 
difierens, M. Delambre a trouvé — o',07735 j c'est ce dernier résultat 
qu'il a employé. Ainsi, 

Base réduite à la ligne droite 6o75',7238i 

* Réduction au niveau de la mer — 0,07735 

Base au niveau de la mer . . • 6o75',64646. 

< 

Il s'agit maintenant d'avoir égard à la température des règles. 
Or, la somme la, 76863.8 des thermomètres métalliques divisée 
par 3oai , nombre des observations ou des règles, donne le quo* 
tient o, oo4aa . 3o; c'est la température moyenne des règles. 

Le point de la glace à ces mêmes règles est. . o',oo383.3o 
Dix degrés du thermomètre de Réaumur valent a3 • 16 

Par conséquent 3* donnent 6.948 

Ainsi à 13"* de Réaumur répondent 4i3.4o8 

Mais on a eu 4aa.3o 

La dififêrence est donc. . . + 8«9* 

L'alongement de la règle de platine, pour une 
partie du thermomètre métallique, est (art. i45). 0.9245 

L'alongement pour 8^9 parties = 0,9945x8,9. . = S.aaS. 

Ces parties sont des deux cent-millièmes de la 
règle ; en les multipliant par 3oa 1 , nombre des règles, 
on aura pour la réduction totale à 1 3"* de Réaumur, o',a4857 

Avec cette correction, la base 6075 ,64646 

donnera pour la base réduite à la mer, à i3'', et 

à une ligne droite 6075,89503 

Différence de la corde à l'arc 87 



Arc de la base. . . 6075 ,89690. 
I. 28 
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Cette Taknr est donnée en partie d'one toise qjA serait égale an 
huitième des quatre règles. 

Leâ6 novembre 1798, après avoir mesuré la base de Perpignan, 
l'excès de cette toise moyenne sur la toise n* 1 , était de o^oomo.io; 
la réduction sera donc o'^ooooo . 1 x 6076 asa . . • -f* 668 

607 5', 89690 

I II — ^^— ^— — 

Base réduite* . . 6076, goigS. 

Ou en nombre rond, 6b75',9, à cause des petites erreurs inévitables^ 
dans Talignement et l'épaisseur des règles. 

II est évident que par la manière dont on a mesuré là base, chaque 
règle ou les deux toises formaient à la surfêice de la terre deux tatH 
gentes d'une toise chacune. Or, la somme de toutes ces tangentes 
ayant été prise pour l'arc correspondant, on a nécessairement com- 
mis une erreur; mai» cette erreur est-elle sensible? c'est ce qu'il 
s'agit de savoir. 

Soit ^ un arc terrestre dont le rayon est iî; on a , comme Ton sait,^ 

série qui donne l'arc ^ en toises, si la tangente est donnée en unitâF 
de cette espèce. Mais^ dans la suppositicm actuelle^ tang ^ = i*j od 
a donc simplement 

tang ^ — ^ = -} ^^^ = gij;. 

Cette différence entre la tangente et l'arc doit être multipliée par le 
nombre de toises contenues dans la base, c'est-à-dire par 6076'; ainsf, 
à cause de logi? = 6,5i4o6 à très peu près, l'on a o',ooooo 00061 89 à 
retrancher de 607 5',go 198, pour avoir le véritable are de la base. U 
est donc toujours permis de nég-iger celte correction. 

A la rigueur, cette base étant un arc du sphéroïde terrestre, se 
trouve douée d'une double courbure , qu'on peut néanmoins con- 
sidérer comme nulle. Nous reviendrons plus tî\rd sur ce sujet 

Le grand Canevas trigonométrique de la nouvelle Carte de France, 
qui doit être exécuté par le Corps royal des Ingénieurs-Géographes, 
se rattachera non-seulement aux bases de Melun et de Perpignan 
mesurées par M. Delambre, mais encore à celle d'Ensisheim , près 
Col mar, mesurée par M. Henry, ainsi qu'à trois autres pour les- 
quelles on emploiera pareiUemenl les règles de platine. 
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CHAPITRE X. 

JDu calcul des triangles , et de quelques problèmes de 

Géodésie. 

i48. Jr uiSQUE les bases mesurées et réduites à une même surface 
de niveau sont ou peuvent être considérées comme des arcs de grand 
cercle de la sphère terrestre , et qu'elles sont liées à la chaîne des 
triangles, de manière à en représenter les côtés principaux, il serait 
naturel de calculer ces triangles par la voie de la Trigonométrie 
sphérique; mais leur courbure étant peu sensible, on peut aussi les 
traiter comme des triangles rectilignes , en faisant toutefois usage du 
théorème de M. Legendre, démontré k l'art, loo, ou bien substituer 
à ces triangles sphériques les triangles rectilignes formés par les 
cordes qui soutendeot les côtés. Exposons successivement ces trois 
manières. 

Résolution des triangles géodésiques considérés comme des 

triangles sphériques. 

• 

i4g. Lorsque les angles de position d'un réseau du premier ordre 
sont réduits à l'horizon de. leurs sommets respectif et au centre , 
qu'ils sont corrigés de l'excentricité de la lunette inférieure et des 
phases des signaux, s'il y a lieu, la somme des trois angles d'un même 
triangle doit excéder deux angles droits d'une quantité qui, en Élisant 
abstraction de l'erreur totale des observations, est uniquement due 
à la Courbure de la Terre , et est précisément égale à la surface du 
triangle réduite en secondes (art. loo). Pour résoudre les triangles 
de cette espèce par la règle des quatre sinus (art 55), il &ut 
d'abord dégager les angles d'un même triangle de l'erreur des oh-!' 
servations. 

Dans les opérations &ites avec beaucoup de soin , il est rare que 
l'erreur du triangle aille à 4'' sexagésimales; et quand les triangles 
sont bien conditionnés, cette erreur n'a aucune influence sensible 
sur les côtés. i 

Par exemple , choisissons le 43* triangle de la Base du Système 
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métrique décimal, dans lequel la distance de Lieursaint à Melon 
est la base mesurée , et cherchons , au moyen de cette base et det 
trois angles , les deux autre côtés. 

Il &ut passer préalablement des angles observés aux angles 8ph4i 
riques. Or, on a, tom. I, pag. 524. 



vous 
des stations. 


ANGLES OBSERVÉS 
réduits. 


Malvoisine 
Lieursaint 
Melun .... 


4o* 36' 56" ,81 
75.59. ag ,81 
65.45.53 ,79 




i8o^ 0' o",4i 



Excès sphérique ... + o ,49 



Somme des erreurs • • • 



o 9O8. 



Dans ce tableau , les angles observés réduits sont les angles de 
position réduits au centre et à Thorizon j leur somme = 1 8o* o' o", 4i ; 
l'excès sphérique déterminé par la méthode de l'art. 100, ou ainsi 
qu'il sera expliqué plus particulièrement à Tarticle suivant, est 
de o",49; l'erreur du triangle est donc — o",o8. En la répartissent 
également sur les trois angles, on aura ce nouveau tableau. 



NOMS 

des stations. 


ANGLES SPHÉRIQUES. 


B 
C 


LOG. SINUS DES ANGLES 


Malvoisine 
Lieursaint 
Melun .... 


4o- 36' 56" ,84 
75.39.29 ,83 
65.43.33 ,82 


g,8i356 99297 
9,98625 oxxoa 
9,95264 12944 



i8o* o' o",49 

Faisant usage de la notation de l'art. 54, le cdté a sera connu; 
ainsi, par la règle des quatre sinus, on aura ces deux proportions 
pour déterminer les deux autres côtés ft, c, 

sin ^ : sin B :: sin a : sin &, 
sin ^ : sin C :: sin a : sin c. 

Mais elles supposent que la base a, donnée en mètres, est un arc 
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de grand Cercle réduit en parties de Punité ou du rayon des Tables. 
On peut cependant exprimer en mètres le sinus de a, et pour lors 
sin b et sin c seront donnés en pareille mesure. En e£fet^ lorsque le 
rayon est l'unité^ on a 

mais le rayon de la Terre étant désigné par / , l'on a 

&in* = *(i— ^ + ^-....) 

Sin X sera donc donné en mètres, si Tare x est lui-même exprimé 
en unités de cette espèce. De là 

logsinx = logx + log(i — ^,), 
-log:^-— , 

en négligeant les autres termes de la série, qui sont toujours insen-* 
sibles dans la pratique de la Géodésie, et représentant par M\e 
module o,4342g4. 

Si Ton désigne par D le degré moyen et par tt la demi-circon- 
férence d^un cercle dont le rayon est i , on aura f = ^ , et par 
suite 

. log8in* = log*-(D(^yg. 

f 

H. Delambre, qui le premier a fait usage de ce procédé, et évalué 
tous les côtés de ses triangles en toises, a supposé J9 s=s 57oao^ 
On a aussi en parties du rayon ' 



delà 



et 



enfin, 



■ ^ 
cosx = i k-H*..; 



(C0S*)T=(l-^+....y. 
il0gC0S*=:l0g(l-i^)=-^j 



log sin * = log * + I log cos x. 
Four application, soit, comme M. Delambre, x s i4o88',a858: 
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.en convertissant cet arc en secondes, on wam, d^4$ 1« Tslogr i^ff 

ci-dessus, 

\ogx =4,14836 

log 56oo"*r 3,5563o . : 

c.log Syoso :=5,a4397 

log *" = 9,94913, d'où xT = i4'49",5; 

puis, par les Tables de Vlaoq, à 10 décimales, On aura 

lo^ i4o88',a^8. , s 4,14885 84ai8 

H- i log cos i4' 49", 5, ...... '== 9,99999 86539 

et enfin, log.sin x en toises =x 4|i4S85 70757. ^ 

Lorsque le sinus de x est donné e9 m^nr^ connues , et qu'on 
veut avoir x de la mdme maniéré , on a, pai* ce qui précède , 

m 

log X = log sin X — j log cos x. 

Soit, comme d-deososi ^ 

log sin X en toises =: 4,i4885 70767 
— i log cos jt == 9,99999 86559 

de là log :^ s 4,14885 84ax8. -) 

La valeur de x, ou plutôt de a, dans le 43* triangle que nous 
prenons pour exemple, çst, en arc, 6o75',90oi, dont le log.sin 
= 5,78561 057215 ainsi, les deux proportions précédentes don- 
neront 

c.log sîn ^ = 0,18645 00703 = 0,18643 00703 

log sin a = 3,7856i 05721 = 3,78361 03721 

log sin B = 9,98625 01102 log sin C =r 9,96264 12944 

log sin ft = 3,96629 06626 log sin c = 3,92268 17568. 

Passant du sinus à Parc, comme ci-dessus, on a 

b = 9o42',5559, c = 8569',i675. 

C'est ainsi que M. Delambre a obtenu tous les côtés des triangle» 
de la méridienne; mais il observe que Ton peut très bien s'en tenir 
aux Tables de Callet, et résoudre dans tous les cas les triangles 
géodésiques, au inoyen des logarithmes à 7 décimales. 
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tiOirsqu^one cubaine est terminée par deux bases , tfn est dans 
Puaage d'en calculer chaque moitié aVec la base qui en fait partie : 
alors on prend pour côté de jonction la moyenne arithmétique entre 
les deux résultats. Mais M. Delambrë, pfotir tHi pas laisser accumuler 
ainsi toute Terreur sur un côté, aime mieu:s fiîire accorder exac* 
tement les deux bases, en modifiant tant soit peu les angles des 
triangles. Cette manière de répartir, tout le long de la chaîne, Ter- 
reur entre une base calculée et mesurée, quoiqu'étant tout-à-feit 
arbitraire, ne donne lieu cependant qu'à des corrections qui sont bien 
en deçà des limites des erreurs probables d'observation. M. Laplace, 
dans l'ouvrage que nous ayons déjà cité (art. iio), donne à ce sujet 
une méthode certaine et toute fondée sur les lois de probabilité. 

Résaiutiôn dei ttiangtes sphériqués peu courbés, par la 

Trigonométrie rëctiligné. 

i5b. La méthode paf laquelle ott ramèiïe, à l'aide du théorème de 
M. Legendre, la résoTtiitSôù des friangte? sphériqués à celle des 
triangles rectilignes, est généralement adoptée à cause de sa simpli^ 
cité. Ainsi, pour calculer les dififerens côtés des triangles ^£C, BCDy., 
(fig. 54) on ôte, de chacun des angles horizontaux de ces triangles^ 
le tiers de l'excès de leur somme sur deux angl^ droits ; après 
quoi Ton applique successivement à chaque triangle le principe de 
l'art. 4g. 

Nous choisirons pour exemple un des triangles du réseau trigono- 
métrique qui a servi, en i8jt&, d'exercice aux élèves du Corps royal 
des Ingénieurs-Géographes, savoir : le tnan^e Panthéon — Saint-- 
Martin-du'Tertre — Dammartin. Dans ce triangle, le seul côté de 
commun avec la méridienne de France est la distance du Panthéon 
à Saint-Martin, laquelle = 29a69",3o, réduite en arc et au niveau 
de la mer. Voici les résultats des observations et des calculs. 



.tai. 



MOM« 

dés atationft. 



Dammartin (cath.) 

Panthéon 

Saint-Martin.^ • •• 



ANGLES RÉDUITS. 



5i .6378,4 = B 
84.1598,3 = C 



Somme dootCooS^^i. 
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Les angles réduits, rapportes dans ce tableau, sont ceux de po- 
sition réduits au centre et à l'horizon (art. i53 et lag); leur somme 
étant de soo^ ooo3*,i, Fexcès sur deux angles droits = 5*,i. 

Désignant par ^', W^ C les angles moyens, ou les angles u^,iï, C 
diminués chacun du tiers de cet excès, on aura 



Angles moyeu. | Log sinus. 



^' = 64^ 3i25' 
B' = 5i,5a78 
Cr= 84.1697 



300 • 



9,9378567 
9,8596612 
9,9864i5a 



Cela posé, le triangle ^, B, C supposé rectiligne, donnera, en 
adoptant la notation de Fart 100, 

sin ^ isxnB' iiaibj 
sin^':sinC' iiaïc^ 

les côtés ft et c, c'est-à-dire Z7am7nar£z7i -S'.-Martinj ti Panthéon- 
Dammartin seront donc connus. Opérant par logarithmes, on a 

c log sin A' == 0,0731453 

log a = 4,4664i36 

log sin JS' == 9,8596613 



log b = 4,3983171 =: 25oi6"',o 

c log sin ^' = 0,0721433 

log a = 4,4664136 

log sin C = 9,9864153 

log c = 4,6249711 = 33494"',3o. 

Il est utile, dans la pratique, de mettre de Tordre dans les calculs 
de cette espèce , et de les abréger autant que possible. Voici comment 
les Ingénieurs-Géographes les disposent dans leurs registres. 
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NOMS 

STATIOVS. 


ANGT.RS 

■ioUITS. 


ANGLES 

SPHiaiQUES. 


ANGLES 

MOTKVS. 


Loo s»ns. 


CALCUL 

des 
c6tés. 


COTÉS 
en 

MàTlBS. 


Damnuurûn Ccath.) 
Panthéon 

SL-Martin (clocher) 


64f3ia6\5 
5f,5a78 ,4 

84,i5.98,a 


a7\3 
79 »a 

99 >i 


64«3ia5 
5f,5a78 

84,i597 


9,9178567 
9,859661a 

9,9«î4i5a 


4,4664'î»6 
0,0731433 
9,859661a 


a9a6y»,3o 
a5oi6,oo 

33494,30 


4,3982171 


4,53«5559 
9,9864i5a 


4.52^97" 


Excès sph^riqae. . . . 


aoo,ooo3 ,t 
5 fi 


aoo.oooS fi 


aooyoooo 


1 




1 


Somme des errears. . 


-a, 5 













Dans ce tableau, les mètres qui sont sur la même ligne qu'un 
angle, expriment la longueur du côté opposé à cet angle, et ainsi 
des autres. La première longueur est toujours la base ou le côté 
connu. 

Si le triangle -//se (fig. 34) représentait celui qu*on vient de cal- 
culer et qu'il fut le premier du réseau , le second triangle BCD aurait 
évidemment pour base le côté BC, et se calculerait de la même ma- 
nière que le premier triangle. En allant ainsi de proche en proche, 
on arriverait au dernier côté KL du réseau. 

i5i. Pour obtenir les angles sphériques dont on a déjà vu l'usage 
dans l'article précédent, il faut connaître l'excès sphérique de chaque 
triangle ; d'ailleurs cet excès met à même d'apprécier la somme des 
erreurs des observations. On le détermine ainsi qu'il suit. 

Par l'art. 100, l'excès sphérique â = —;- , s dénotant l'aire du 

triangle que l'on considère, / le rayon de la Terre, ^^^"=^'^;^^ 
le nombre de secondes contenues dans le rayon. Or, on a •••••• 

ab sin C . • / i j 

$ = , et, par ce qm précède , 

C = 84',i598 , 
log a = 4,4664iy 
log b = 4,3g82aj 

mais avant d'évaluer 6, nous remarquerons que — est une quantité 

1. «9 
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cODdtante y dans. laquelle / et R doirent être exprimés par tes mèaeS' 
unités qui oBt été choisies pour la mesure des côtés et des angles de» 
triangles. Ainsi , pour avoir le logarithme de l'excès sphérique é 
exprimé en secondea^ au logarithme de l'aire du triangle on ajoa- 
tera la quantité 

log R — 9log f. 

Si Ton part des anciennes mesures et de la division du cercle en 56o*y 
on aura 

log / = 6,5i4o6 log m' = 5,3x443 , 
log R — 9log f = 9,9863o. 

Si Ton fait usage des nouvelles mesures et de la division du cercle 
en 4oo', 

log / = 6,8o388, log R^ = 5,8o388, 
logjR — 9log/ = 9,ig6i9. 

Enfin, si les côtés du triangle sont exprimés en métrés ^ et qu'on emr- 
ploie la division du cercle en 36o*, on aura 

log R — 9log / = J ,70667. 

La valeur ci-dessus de s étant calculée par les logarithmes, on 
aura, en vertu des données précédentes, 

log 7, ou 0,5 = 9,69897 

log sin C = 9,9864a 

log a = 4,4664i 

log b = 4,39899 



log^ = 8,55oo9 
log constant = 9,19619 



log 6 = o,746i4 = 5*,57; 

Texcès sphérique est donc tel que l'indique le tableau ci-dessus. Or, 
la somme des trois angles observés étant de 9oo',ooo5,i, l'erreur to- 
tale est de 2*,5; c'est la quantité dont il s'en faut que le triangle ne 
forme exactement. Chacun des angles étant augmentédu tiers de 2',5, 
on a les angles sphériques cherches. 

11 arrive souvent, quand le triangle a peu d'étendue, que la somme 
des erreurs des observations , lorsqu'elle est négative, surpasse, ab* 
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straction &îte du signe, l'excès sphériqtie propre de ce triangle: Dans 
ce cas, la somme des trois angles observés est nécessairement 
moindre que aoo^. Néanmoins, Ton forme les angles sphériques en 
corrigeant chaque angle du tiers de Terreur totale , si les observations 
ont été faites à chacun des sommets , dans des circonstances &vo- 
râbles j c'est en effet la répartition la plus avantageuse, comme 
M. Laplace vient de le démontrer, dans son savant Mémoire inséré 
dans la Connaissance des Tems pour i8âo, et qui fait partie du 
second Supplément à sa Tliéorie des Prohabilités. Cependant si !d 
mesure de tel angle méritait plus de confiance que celle de tel autre, 
on modifierait cette règle de répartition, de manière à faire supporter 
à l'angle le plus douteux la plus forte correction. 

i52. Puisque l'excès sphérique du triangle ^BC (fig. i5) est égal 

à la surface s multipliée par -p, et que cette surface se compose de 

celle des deux triangles rectangles ABD^ CBDy on a, en désignant 
par s\ s" ces deux triangles partiels , 

^ — * 7?ff — ?_i_f_. 

mais, d'après Fart. 100, 

^' = X C sin ^ cos -//, s" = ï a' sin Ccos C. 
= ^ c' sin 2^ , = ^ a* sin aC; 



donc, 



c* sin aj4 ^^ a^ sin aC 



Telle est la forme qu'il convient de donner à la valeur de g, pour 
calculer une table qui donne Texcès sphérique en deux parties. On 
entrera dans cette table avec chacun des deux côtés en mètres et 
l'angle adjacent. Elle est comprise dans le Recueil de nos Tables, 
sous le n* IV. M. Delambre l'a donnée en toises (Base du Système 
métrique décimal) ; il a même formé une table à l'aide de laquelle 
on a tout d'un coup l'excès sphérique. J'en ai calculé une tout# 
pareille en nouvelles mesures ; on la trouvera aussi à la fin de cet 
Ouvrage, sous le n* V : pour s'en servir, on cherche sur la carte 
des triangles , et au moyen de l'échelle , les nombres de mètres con- 
tenus dans leur base et dans leur hauteur, et avec ces deux nombres, 
pris pour argumens, on entre dans la table comme dans toutes celles 
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à double entrée. Quoique cette table s'arrête aux nombres loooo et 
5oooo , on yoit bien qu'elle peut servir pour des nombres multiples. 
Désignant par b la base, et par h la hauteur d'un triangle, on a 
évidemment 

Veut-on (aire usage des anciennes mesures , c'est-à-dire de la toise 
et de la division du cercle en 36o*? dans ce cas, 

log ^= 1,98638, ou bien 6=o'',ooooo 00096 66. bh. 

Veut-on au contraire employer les nouvelles mesures ? on a 

log — ;= 1,89509, OU bien 6 = o%ooooo 00078 54 bh. 

Dans l'cipplication de ces formules, il est suffisant d'exprimer les 
longueurs en unités de mille toises; ainsi, l'on a, en secondes sexa- 
gésimales, ou dans la première hypothèse, 

ff = o",oo96666A; 

et en secondes centésimales, ou dans la seconde hypothèse, 

€ =: o*,oo7854&A, 

C'est d'après cette dernière valeur que j'ai calculé la table eH 

question. 

i63. Pour donner une autre application de l'excès sphérique^ 
résolvons le triangle géodésique dans lequel on connaît seulement 
l'angle Cet les deux côtés adjacens a, &, savoir : 

C = iao',2897%ia, 
log a = 4 ,6859571, 
log 6 = 4 ,543^6. 

On trouvera l'excès sphérique de ce triangle de ia*,65; le tiers 4',a« 
étant ôté de l'angle C, on aura l'angle réduit C = 120^,289290. U 
s'agit maintenant de résoudre un triangle rectiligne dans lequel un 
angle est C, et les deux côtés adjacens sont a et è, comme ci-dessus. 
Pour cet effet, l'on aura recours à la méthode de l'art. 49, qui donne 



LIVRE TROISIÈME. aag 
Ueii au calcul suiraut. 

loga = 4,6859671 I.tûDg (fi — Se) = 9,3110910 

c.Iog i £= 6, 45653o4 1 col^ C =s 9, 86918 44 

Iogtang(p = o, i4a4875 l.tangi^l=^' =:= 9,07051^ 

iC ^ 60 ,144645 dliz£ ~ 71,460177 

100 — i C s= 39 ,865365 A' + B' 



Sk 



39 ,865365 



^' = 47 ,5o6633 
B' = 33,406178. 

Maintenant le troisième côté c s'obtiendra à l'aide de l'équation 

aainO 

loga = 4,6869671 

log.sin c =3 9,9770601 

c.logsin u^' = o, 1696973 

loge s=: 4,8333145; 

et pour preuve de l'opération, on calculera by comme ell était in-- 
connu; on aura en efiët 

log a + c.log sin ^' = 4, 8656544 

l.siniSf' = 9,6878163 

log 6 = 4, 5434696; 

ce qui est conforme à l'une des données du problème, n résulte donc 
de ce calcul, et en ne supposant aucune erreur dans l'observation 
de l'angle C, que les parties du triangle géodésique proposé, qu'il 
Ëillait trouver , sont 

^ = 47^,306954 = ^ + g, 

B =2 33,4o56oo s= S' + g, 
log c = 4, 8333x46, ou c = 68iio",66. 

i64. On peut toujours employer la méthode de M. Legendre, dans 
les opérations les plus délicates de la Géodésie, et dans le cas même 
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du les côtés du triangle seraient d'un degré et demi, et plus. Noos 
donnerons la preuve de cette assertion, en résolvant le plus grand 
triangle qui ait encore été mesuré; savoir , celui qui fait partie du 
prolongement de la méridienne de France sur le territoire espagnol. 
Ce triangle a pour sommets Iviza, 3lDrttgo, Desierto (fig. 35). 
MM. Biot et Arago trouvèrent, toutes réductions fiâtes, les angles 
sphériques suivans : 

Angle à Iviza = Sg* 5o'53",i8 = / 
àMontgo = 78. 4. 9,47 = ilf 
à Desierto = 4a. 5.36,38 = Z? 

Somme =180. 0.39,03. 

Le côté Montgchlviza étant de 56559 toises en arc, on peut cal- 
culer les deux autres côtés dans deux hypothèses difiFérentes; d'abord 
en faiàant abstraction de sa courbure, ensuite en le traitant comme 
sphérique. 

i« Supposition. Les angles moyens du triangle se trouveront 
en ôtant i5',oi , c'est-à-4irc le tiers de Texcès 39",o3, de chacun des 
angles sphériques; ainsi, 

angle à Iviza == 59*5o'4o",i6 = J' 
à Montgo = 78. 3.56,47 = M 
à Desierto = 4a . 5 . a3 ,57 



De la 



Somme = i8o. o. o. 

c.logsin/y = 0,1707341 0,1737341 

logjl/ = 4,7625017 4,7526017 

log sin M' — 9 >99Q5o99 log sin T = 9,9568479 

log 'DÎ = 4,9167457 lo^DM — 4,863o857 
et par suite, DI = 82555',44 DM = 7a959',8. 

L'excès sphérique, s'il n'était pas connu, se trouverait ainsi qu'il 

suit : 

log const. = 1 ,98628 

logsinilf = 9,99o5i 
log MI = 4 ,76260 
log Mb — 4 ,863o8 
log. excès sph. = 1,69157 = 39",o3. 
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a* Supposition. Le moyen le plus simple pour confirmer les 
résultats précédèns, est de résoudre le triangle par la méthode rigou- 
reuse de l'art. 149. Soit, pour abréger, la base donnée Jir= cTj on 
I, d^aprèala même article, 

log.sin cT =3 log cT g-pî 

log ilf = 9 ,65778 

log ^ =s 4 ,75a5o 

= 4,75a5o 

c.log 6 = 9,aai85 

a.comp log / ss 6,97188 



nais 



8 ,3365i 
logcT 

log sin ^ 



0,0000317 

4,75a5oi7- 



donc. 



= 4,75a48oo 
c.log.sin D = 0,1737038 
log.sin M = 9, 99061 55 

= 4,9166995 



log sin DI 



Passant du sinus à Tarc^ on trouve, à cause de 

log cT = log.sin cT H g~^. 



sans erreur sensible. 



mais 
donc 



3f sin* ^ 

log sin DI 
logDÏ 



o,oooo46a 
^ >9^66995 
4,9167455 = 8a555',4. 



Ce résultat ne différant dja précédent que de 4 centièmes de toise, 
et représentant la valeur du plus grand côté du triangle , il est prouvé 
par le fait, que la méthode de M. Legendre est applicable en toute 
circonstance : elle convient même à Mut triangle géodcsiquc formé 
par des lignes de plus courte distance, sur un sphéroïde quelconque 
peu différent d'une sphère , ainsi que ce célèbre géomètre Ta dé- 
montré. Cette méthode est donc tout-à-fait indépendante de l'apla- 
tissement de la Terre, et par cela seul, elle nous parait avoir de 
l'avantage sur celle que nous allons expliquer. 



â3â 
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Résolution des triangles rectil ignés formés par des cordes de la 

sphère terrestre. 

i55. Lorsqu'au centre de chaque station les angles horizontaux 
sont réduits aux angles des cordes (art. i5o) , ces derniers , relatifs à 
un même triangle , et ajoutés ensemble , devraient donner une somme 
égale à deux angles droits; mais l'excès ou le déficit, qui repré- 
sente Terreur totale des observations, se distribue sur chacun des 
angles, comme dans la méthode précédente. Quant à la ligne géodé- 
siquc, prise pour base et réduiteau niveau de la mer(art. i44), on la 
remplace par la distance rectiligne qui joint ses extrémités (art. i43). 
De cette manitrc , le premier triangle du réseau auquel cette baso 
appartient, a pour sommets les pieds des signaux projetés suivant 
la direction de la pesanteur^ sur le prolongement de la surface de la 
mer. En résolvant donc ce triangle rectiligne, et calculant ensuite 
tous les autres triangles de proche en proche, tous ces triangles 
représenteront les faces d'un polyèdre inscrit au globe terrestre. 
Telle est l'une des méthodes qui furent employées par M. Dclambrc, 
dans le calcul de la méridienne , comme nous l'avons déjà dit. 

Afin de ne laisser rien à désirer à ce sujet, voici un tableau extrait 
de ceux de la Base du Système métrique, tom. I. 
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NOMS 

des stations. 



Malvoisinc 
Lieorsaint 
Mclun 



ANGLES 

observes. 



4o«36'56"8i 
75.39.39,81 
63.43.33,79 



180° f/ o''4i 
Som. des erreurs — o"o8 



4t 



' Montlhcri 
Malvoisine 
Torfuu 



55* lo' o"io 
43.5a. 3,3i 
80.57.54,79 



EXCÈS 

sphtfiiquc. 



o^iS 
0,17 



ANGLES 

sphcriques. 



4qo ^ 5e*'84 
75.39.29,83 
63.43.33,8a 



— 0,49 I 180. o. 0,49 



ANGLES 

des cordes. 



36'56''7i 
39.09,64 
43.33,65 



o. o, o 



ANGLES 

moyens. 



3G'56''68 
43.33,65 



0.^0, o 



>:9-59'57>ao 
Som. des erreurs — 3, 33 



o''i4 
0,1 a 
0,17 

0,43 



55«io' i''i8 
43.5a. 3,39 
80.57.55,86 



180. o. 0,43 



10' i*'o4 

5a. 3, 37 
57.55,69 



o. o, o 



10' i''o3 
5a. 3, a5 
57.55,7a 



o. o, o 



La colonne intitulée angles ohserpés, conlient les angles de posi- 
tion réduits à l'horizon et au centre. 

La colonne suivante, quia pour titre excès sphérique , donne pour 
chaque angle horizontal, Texccs de cet angle sur l'angle des cordes^ 
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correspondant; il se calcule par la méthode de Fart, i^o, ou plus 
directement encore au moyen de la Table YI qui a pour argumens 
la somme K + K'etla différence K — K' des côtés qui comprennent 
l'angle à réduire. Les trois excès partiels forment l'excès sphérique du 
triangle, tel qu'il se trouverait directement par la formule de l'art. i5i. 

La cinquième colonne s'explique d'elle-même. 

La sixième colonne comprend les angles des cordes, qui s'ob- 
tiennent en ôtant des angles sphériques les excès sphériques cor- 
respondans. 

Enfin , la dernière colonne donne les angles moyens qui servent 
pour résoudre les triangles sphériques, parle procédé de l'art. i5o. 

A l'aide de ce tableau, et de la base de Melun à Lieursaint , réduite 
à sa corde , on aura les élémens nécessaires pour déterminer tous 
les côtés du réseau ^ soit par le procédé actuel, soit par les deux 
précédons. 

La méthode de réduction au plan des cordes a été suivie pendant 
long-tems au Dépôt de la Guerre; mais maintenant tous les registre» 
géodésiques sont rédigés conformément au principe de l'art, loo, 
qu'on appliquait comme par instinct, même bien avant que M. Le- 
gendre en eût prouvé la légitimité. 

Comme nous sommes entrés dans assez de détails sur cette ma- 
tière , nous nous bornerons à observer que la longueur d'un des 
côtés les plus éloignés de la base mesurée , doit être le milieu entre 
tous les résultats qui dériveraient du calcul de différentes chaînes de 
triangles , auxquelles ce côté serait commun. 

i56. Déterminer la position d'un lieu d'où l'on aperçoit trois 
points donnés sur la carte. 

Si du point D (fig. 34), élevé au-dessus du plan ^BC supposé 
horizontal , on a observé les angles ^DB^ ADC^ ainsi que les 
distances au zénit des points A^ B^ C dont on connaît les distances 
respectives; on réduira à l'horizon les deux premiers angles, afin 
que le point D puisse être considéré comme le pied de la verticale 
abaissée du lieu de l'observation sur le plan ABC, et pour lors, avec 
deux des distances horizontales^/?, BD, CD dctermiaéespar le 
calcul, on fixera la projection de ce lieu; c'est ce que l'on va voir. 

Nommons /3, y les réductions à l'horizon des angles observés -^Z?C, 
ADB. Soient en outre DA = Dy DB^D', DC=D^', angles 
I. 5o 



smy 
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uéBD c Xj a CD s^'y et enfio adoptons, pour k triangle ABC^ 
kl notation de Part. 47. 
Cela poaé^ les triangles ABC^ ADB donneront respectivement 

d'où 

hniny ^^^^ sîn x 
csin/S *"* sinjf' 

et par suite 

smar + sin^ __ bs\ny + cs\nfi ^^ j^^^ tang | (x 4-^) __ "^^siny ^ 
•in X — Hny fcainy — cain/B' tang ; (x — J')"** csin^S 

Or, si par hjpothèse on &it 

- _ c sîn >0 / \ 

l'expression précédente deyiendra 

et si pour abréger on &it 

on aura 

tang.==ÎÎIiii^ = cot.^ 

t étant connu , on aura sur-le-champ 

x^S + t, J^ = ^— € (5); 

€ changerait de signe si sa tangente était négative. 

Quant aux valeurs de 27, D'^ D'^ il est évident qu'elles sercmf 
données par les équations 



D 



i 8În y c sîn X 



sin y8 Mn y 

D' = ^^'"(-y + y) _. g sin (^ >- C) f 

siny sin(^ + y) A W* 

JO" = i^îiill+jf) Q sin(x— ;?) 
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Cette solatkm^ que l'oâ 4oit à M. Delambre, n'exige b construc- 
tion d'aucune figure ; elle nous parait la plus simple et la plus com* 
mode de toutes celles que l'on pourrait donner du même problème. 

Quoiqu'il soit aisé de se rendre compte des changemens que les 
formules ci-dessus éprouvent suivant la position du point D à l'égard 
du triangle ABCj nous ferons cependant les remarques suivantes ; 
1*. si le point A était dans l'intérieur du triangle £C0, on aurait 

• 

c'est-à-dire qu'il faudrait prendre le complément à 4 angles droits de 
l'angle ^^/du triangle ^BC; 

a*, bans la même circonstance , il fiiudrait mettre x+Bety+C 
dans les valeurs de ly et de D' , parce que les angles B , C seraient 
extérieurs au quadrilatère DBAC^ au lieu de lui être intérieurs 
comme dans le premier cas; 

3*. Lorsque le point D sera dans Fintérieur du. triangle ^BC, la 
somme des angles observés fi+y^ sm^passera nécessairement deux 
angles droits; 

4*. Si le point D était placé sur la ligne BC=ay la somme i3-f-> 
vaudrait précisément deux angles droits^ et l'on aurait 

sinjSssinj', tangz=^; 

£ serait la différence des angles connus J3, C, et alors 

Dans le même cas , on aurait ' 

-ru asino -ru» asino 

sin o ' 81X1 o ' 

expressions qui laissent Z7' et 77' indéterminées ; ainsi, ces distances 
ne pourront être calculées que par les formules 

jy __ c sin (g + y) jy;__ ft8m(C + /g) 

ainy ' ainy ' 

5*. Enfin, si x +y = a^, on a sin jc = sin/, et pour lors l'équa- 
^^° ^ = .lï]? 8« «^'»* * rsrf = ^- Q»a°* a l'equation 

a 



a^ — î (-^+ /3 + y\ elle donne, dans la même circonstance, 
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i (-^4-/34->) = i^5d^)ùi8-f.7=a<i— \^ : propriété qoi appar^ 
tient au quadrilatère inscrit. Ainsi, les quatre points D^A^ CyJ3 
étant sur une même circonférence, le problème est indéterminé. 

Ce problème est non-seulement utile pour trouver les positions des 
points secondaires d'une carte, et savoir d'avance si l'emplacement 
d'un signal que l'on se propose d'établir, donnera des triangles assez 
bien] conditionnés, mais encore pour déterminer les distances qui 
servent d'élémens dans les réductions des angles que l'on aura obser- 
vés près de ce signal : passons maintenant à son application. 

TYPE DU' CALCUL. 

Supposons que les angles observés en D et réduits à rhorizon 

soient 

/3 = 57S63io 

y ;^ 60 ,3535 
jS 4. > = 97 ,8845,. 

et que dms le triangle ABC 

A = 86^,3406, 
log 6 = 4 ,0211893^ 
log c s=s 4 ^170361 7 j 
on aura 

u/= SG^Sifos iogc= n^^o^Zvf 

/S 4- y — ^^ ,8845 /ain^ss 9,7^^0735 

A + fi+y =184 ,aa5i *^°°^P- ^^6 * - 5,9788107 

i(^ + ^ + y) = Q^ ,na5& comp.logsiny = o>09079" 

S = 107 ,88745 log ttiig*=— 48^9694 = 9,9859370 

c — 8 ,33976 , 

X Qû 66760 '^^^^ 98^9694 = 8,3093337 

.JllILl , /.taDg S - 0,9047133 

V 116 ,11731 , „ ^ ' 

■> ... 37 ,63100 ïogtaiig. = -8',33976 1^ - g.iiSgSGa- 

y+^ i53 ,74831 

so 99 >65769 

y 60 ,q535o 

x + y. . . . iSg ,91119. 

On a marqué du signe — la tangente de €, parce qu'elle résulte dix 
produit de deux facteurs affectés de signes differensj en effet,. la 
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tangente d^on angle aigu est positive, et la tangente d'un angle obtus 
est négative. 
^ Ensuite, 

log b j=z 4,031 189S log c = 4*170^61^ 

logôiujr = 9,9869308 /.sin X = 9,9999937 

c.logsin/B = 0^3539265 c.logsiny = 0,0907911 

Jog D = 4,a6io466=s i8fl40|93 log D = 4,a6io465 == 18^40^93 

log C =s 4/I703617 log b = 4>oaii893 

logsîn(x-4-y) = 9,7700614 /.sin(y4-/8) = 9,8aa347o 

c.logsiny = 0,0907911 c. log sin /S = 0,22639265 

logiD' = 4,o3uo4a = 10743,47 logD' = 4i09746a8 = 13616,92 

Il conviendra de calculer D' efrZ?" par les autres formules (4), ce 
qui servira de vérification; et si l'on désire avoir ces distances 
avec plus d'exactitude , il &udra employer les logarithmes avec 
8 décimales. 

' On détermine encore la position du point D par une construction 
qui dispense de tout calcul y puisqu'il ne s'agit que de décrire sur 
^B et ^C des arcs respectivement capables des angles observés 
7 et jS : sur quoi, voyez la Trigonométrie de M. Legendre, ou celle 
de M. Lacroix. 

167. Trouver la plus courte distance de deux lieux dont on 
connaît la longitude et la latitude géographiques. 

i"". On demande la plus courte distance de Paris au cap de Bonne- 
Espérance? 

D'après la Connaissance des Tems, latitude de l'Observatoire 
royal de Paris = 48* M i4t' ^ complément ou 
col^titude. c c=s 41*9' 46" 

Latitude australe du cap de Bonne-Espé- 
rance = 33*65'i5"; de là, distance au pôle 
boréal b == ifl3*55'i5'^ 

Longitude orientale du même point, comp- 
tée de Paris. ^ ^ i6*3'45". 

fioit.donc ^ le pôle nord, B Paris, C le cap de Bonne-Espérance; 

on aura, pour résoudre le triangle sphérique ^BC^ dans lequel on 

connaît deux côtés et Tangle compris , les deux formules de Fart. 76^ 

savoir : 

tang ^ sss tang c €08 ^^ 
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Opérant par logarithmes, oo a 

log-tang c = 9,94i654o log cos c =: 9,8767045 

log.cos ^ = 9^2-o 55 c.log cos^ = 0,1159718 

log.tang f = 9.924559T /.cos (6— ^) = 9,0274255 

f = 4o* a' 7"7 ïog cos a = 9,0200996 

& = ia5. 55.15 a = 83*59'i6"8 

b — f = 85.55- 7,5 

Térifioos ce résultat aa mo^'en des deux formules 

tang 9' = taog b cos ^, 

cos b . , ^ 

COS a = > cos (c — tf>0 ; 

tang 6 == 0,1735077 — 00s 6 c=: 9,7466706 — 

comp. cos ^' =s 0,2415698 + 
cos (c — tp') = 9,o3i859o — 

cos a =: 9,0200994 + 
a = 85^59'i6'',8 

c — 9' = 96.10.39,55. 

Il s agit maintenant d'évaluer Tare a en mjriamètresj or, k quart 
du méridien étant de 10 000 000 de mètres, on a 90*= 1000 raj* 
riamètres; et puisque a = 85*,988, on trouve proportionnellement 
que a = 955 -^ myriamétres. • 

:2\ On demande la plus courte distance de Bordeaux aux îles 
Mispalu ^^ youveUe-Guinée ) ? 
Lonplude ouest de Bordeaux, 2*^54' i4" 

Longitude est dos îles Mispalu , 129.47 . 5 

Sonnno ou diiR'T. dos méridiens, ^4 = i52 .4i . 17 

I^aitudo nord de Bordeaux, 4 **5o'i4"j colatitude, c = 45* 9' 4fe" 
Latitude sud dos Hes Mîspalu, o*i9'i5"j distance 
an polo J = 90. 19. i5. 

Si donc dans le triangle sphcrique ^5C, B désigne Bordeaux, 



cos^ = 


= 9.9827055 + 


tang f' = 


= o,i55oi32 — 


(F = 


= — oj* 00 d:> 


c = 


= 4i. 9*46 
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C les îles Mispalu, ^ le pôle nord, on aura, comme ci-dessus, 

tang ^ = tang c cos A^ 



cos a 



de là 



C08C 
COSf 



tang c = 0,0024677 + 
cosuf = 9,83i2338 — 

tang^ = 9,8357015 — 

= — 34M7'3o'',i 

=s 90.19.15 



b 



cos (6 — f)i 

cos c = 9,8483477 
c.cos^ = 0,0829109 

cos (6 — (p) = 9,7543360 

cos a = 9,6854946 



a =-— 6i* o'2o^x 
124.36.35 ,1 supplém. ou a =5 ii8.69.39,9< 



Cherchons ce résultat directement par la formule 

cos a = cos b cos c + sin 6 sin c cos A. 

1*' terme. a* terme. 



Jog.sin b 
log . sin c 

lOg.COS-rl/ 

log 2* terme 



9»9999953 
9,85071 55 

9,83i2338 
9,6819425 



log. cos & = 7,74 81 546 — 
log .cos c = 9,8482477 

log i«' terme = 7,5964023 — 

i« terme f= — 0,0039482 
2* terme = — 0,4807755 

cos a = — • 0,4847235 log cos a = 9,6854941 — . 

Ces deux méthodes conduisent donc à la même Valeur de a; 
ainsi, en procédant d'ailleurs comme ci -dessus, on trouve que 
a = 118^9944444 = i322 ySô mjriamètres. 

i58. Les trois côtés d^un triangle sphériqiie étant donnés, 
trouver les angles au moyen des logarithmes à dix décimales. 

Soient^Ç-^, h les côtés donnés, et F, G, if les angles cherchés. 
Le tableau suivant fait connaître ces trois côtés, avec leurs log-sinus 
et log-cosinus tirés des Tables de Ylacq. 



Cotés domiés. 



/= 76'35'36" 
g = 5o.io.3o 
h = 4o. o.io 



Log-sînus. 



9,98800 07512 

9,88536 35668 



Log-cosinus. 



9,36522 78725 
9,8o648 17481 



9,80809 2588o { 9,88423 62985 
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Afin de donner un exemple numérique de la méthode de Tart. loS, 
nous calculerons la formule 

C08 F = — ^ r^ , 

dans laquelle nous ferons A = — ^^f-^ i • pour lui donner cette 

^ C0« g C08 « ' * 

forme : 

cos F= — cot^cot h (i — ^). 

Or» par l'article cité, Ton a - 
log ^ = log a ± r, 

ar a fâr^ 



log (i — ^) = log (i — a) :p j^iTs — (Tir^.-^ *»=' «**'• î 

arrêtant cette série au terme en r*, ainsi que cela est permis quand 
la différence r est très petite; puis supposant que 

log (i — ^) = log (i —a) zpR, et r" = ~j, 

on aura évidemment 

/î = ar'(x=fc^); 

enfin, prenant de part et d'autre le logarithme Tulgaire, il viendra, 
à cause de ftjfsz i , 

log 2Î = log a + log r ± -• 

TYPE DU CALCUL. 

log. cos y = g^365aâ 78723 
— -/.cosgfcos A = 9,69071 80464 

différen. log A = 9,67460 98269 valeur approchée a = 0,47^62 
log a = 9,67461 20969 1 — a = 0,62738 

r= o,oooco 227^ '^5^ = loga — r 

log r = 4>366o2 69 
— log(i — à) = 9,72212 37 log(i — a) = 9,73212 36669 

log r» = 4,63390 ^ ^ = + ^^^^ 

log a = 9,67461 21 log(i — A) = 9,72212 66902 

=» — aa /.cotgcot// = 9,99726 18916 






log R = 4,3o84i 21 log (— cos F) = 9,71938 76818. 
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Cette méthode et cet exemple ont été domiés par M. Legendre , 
dans la Connaissance des Tems de 1819. Des calculs semblables 
conduiront à 

log^ cos . G = 9,86g53 59734, 

log cos J7= 9,91728 GoSiS, 

et les tables citées fourniront , d'après ces valeurs, les résultats 
suiyans : 

jF= i2i»36'i9'',8639o, 

G = 4a.i5.i5 ,46007, 

H==i 34. i5. 3,77904. 

On pourrait déterminer le sinus de chacun de ces angles, de jFpar 
exemple, en &isant ^ = cos* Fj et procédant comme à l'art 107. 
Voyez au surplus le Mémoire de M. Legendre. 

Pour donner une nouvelle application de la formule générale d'ûi* 
terpolation rapportée à l'art. 106, je vais chercher l'angle G, dans 
une table qui donne les sinus et cosinus logarithmiques de minute 
en minute; or, j'y vois que cet angle, donné par s^n cosinus, est 
compris entre WiS' et43*l6^En s'arrétant donc à a = 43'' 1 5', et 
ayant seulement égard aux premières et secondes différences, on a 

log cos G = 9,86933 39734 = y 
log cps 43'' i5' = 9,86935 97165 =: A 

^ — ^ = — 3 57441. 

La même table donne ^A = — 1147947 , ^^A = — 671 , A =1 60" j 
ainsi 

7i = ^i^ = o,3s4, l=ijv.^-a„, 
et plus exactement, 

;i=:Zli5|4^ = 0,33431; 

— 1147735 ' ' 

enfin 

G = a + nA = 43*i5'+o,3343i x 6o" = 43*i5'i3",4586. 
Si la table était calculée pour des intervalles de 10'' comme celle 
de Vlacq, qui a pour titre, Trigonometria arUficialis; on aurait 
précisément le résultat ci-dessus. 

1. 5i 
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CHAPITRE XL 

JDu tracé et du ccdcul de la méridienne terrestre, et de» 
perpendiculaires à cette méridienne, etc. 

i5g. jljs concevant un plan par Taxe de rotation de la Terre, et par 
le zénitd'an lieu de sa sur&ce, ce pTan , prolongé jusqu'aux limites 
de kl sphère céleste ^ y tracera la circonférence d'unrgr^nd cercle cpif 
8era le méridien de ce lieu. Tous le» points de la sur&ee de la Terre 
qui auront leur zénit sur cette. circonfereM^ seront sous le même 
méridien céleste , et formeront le méridiœ terrestre correspondatit 
Ta l'immense grandeur du rayop de la sphère étoilée , les vertSsi^hs 
de tous ces pointa peuvent être eenséesrpairalléiesau plan du méri<&en 
céleste : on peut doiK$ définir leméridien' terrestre upe courbe Ibrmra 
par la jonctioadespiedside tontes les^ verticales parallèles: au plan 
du méridien céleste. Cette courbe s'écarte de ee plaq,. si la Twre est 
un sphéroïde irrégulier, et alors elle ^^tk double courbure; mais elle 
est toute entière dans ce plan, si la Terre est un solide de révolution; 
car toutes les normales à là surfiice de ce solide nencontrant l'axe 
de rotation, celles qui passent par les points de la courbe génératrice 
sont nécessairement dans le plan de cette courbe , et par consé- 
quent dans celui du méridien céleste. 

Si , par le moyen d'une lunette dirigée vers le pôle élevé , et dont 
la propriété est de se mouvoir exactementdans un plan- vertical, on 
place au loin vers le nord et vers le midi deux signaux dans l'axe 
optique de cet instrument; puis si l'on transporte la lunette à I'ub 
de ces signaux, et qu'on la dirige sur le premier lieu de l'observateur 
pour faire placer d'autres signaux de la même manière, et ainsi de 
suite, la ligne menée par tous ces signaux sera la méridienne ter- 
restre, à laquelle en donnera autant d'étendue que fe terraich pourra 
le permettre. 

Au lieu de tracer effectivement cette ligne sur la sur&ce dé lis 
Terre, on emploie une construction qui fournit le même résultat : 
voici en quoi elle consiste. 
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Soit jtiB<33E.... (fig. 34) une chaîne de triangles étendue dans 
le eem du méridien ^ et dont les côtés ^ calculés par la méthode de 
Fart. iSo, sont de très petits arcs du sphéroïde terrestre. Supposons 
que l'on connaisse par l'observation Vazimut ou l'inclinaison du 
côté ^C sur le premier côté AMàA la méridienne; alors on trou- 
vera , par la Trigonométrie, le point M où cette courbe rencontre le 
côté BC. Les points A^ B, C étant dans un même plan horizontal, 
la ligne ^JU sera de même dans ce plan, et représentera par cc^ 
séquent une tangente à la sur&ce de la Terre ; mais le prolonge- 
ment MJkT de cette ligne se trouvera au-dessus du plan du second 
triangle horizontal BCD^ si donc, sans changer l'angle CMM'y on 
rabat la ligne MM' sur le plan de ce second triangle BCD^ en la di- 
sant tourner autour de jSC comme axe, le point M' décrira un très 
petit arc de cercle qui pourra être considéré comme une droite 
perpendiculaire au plan BCD; ainsi, l'opération se réduit à plier le 
côté IHM' suivant une verticale , et à calculer la distance uiM' pour 
trouver la position du point JIT. En pliant ainsi de proche en proche 
les parties de la méridienne sur les triangles horizontaux correspond 
dans, on aura, à l'aide du calcul, la direction et la longueur de cette 
méridienne, depuis une extrémité de la chaîne des triangles jusqu'à 
l'autre. 

Nous ferons remarquer k cet égard, que l'on emploie les angles 
sphériques de chaque triangle , c'est-à-dire les angles horizontaux 
corrigés chacun du tiers de la quantité dont leur somme diffère de 
deux angles droits plus l'excès sphérique (art. i5x). Ainsi, dans le 
premier triangle ]jartiel ACM^ on connaîtra les deux angles^, C; 
le premier est l'azimut supposé observé avec une grande précision , 
et le second est un des angles sphériques du triangle ABC. An moyen 
de ces deux angles et du côté ^C connu, l'on évaluera, par la mé- 
thode de l'article cité, l'excès sphérique fidutnangle^CJIf,etle troi- 
sième angle sphérique Jlf sera = aoo» +€ — A — C; alors, ôtant j e 
de chaque angle, leur sonmie sera réduite à deux angles droits , et 
l'on pourra, par ce moyen, procéder, comme à l'art. i5o, pour dé- 
terminer le côté A M et le segment CMj c'est-à-dire que l'on aura 
ces deux proportions : 

sin (aoo» — ^-- C+ j $): sm(C — ^ ê) :: AC : AM, 
sin (aoc — ^— C+IO : sin (-^— ^ ê) :: AC: CM. 
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Si Poh traite de la même manière le triangle ^i7Jf dans lequel les 
angles sphériquesu^,B seront connus,on obtiendra le segment^JI^ 
et, en l'ajoutant à CM^ la somme devra être égale à BC déterminé 
directement. 

Il est évident que le second' cAté MM' de la méridienne se déter- 
minera par un procédé tout pareil, puisque dans le triangle BMM' 
l'on connaîtra le côté BM et les deux angles adjacens B, M, mais 
lé(^ résolution du triangle ^BM donnerait immédiatement AM. 
'Pbur abréger ainsi le calcul de la méridienne, il iaut faire un choix 
de triangles bien conditionnés (art. 109). 

Quant à la partie M' M' qui se trouve extérieure à la chaîne des 
triangles , on pourra l'obtenir ainsi qu'il suit : on prolongera CD 
jusques en N^ afin de former le triangle MCN dans lequel le côté CM 
et les angles Q^seront connus, et l'on déterminera, comme ci-dessusy 
' les côtés MN^ CN et l'angle sphérique N. Aiùsi, dans le quadrilatère 
' sphérique NDFM", l'on connaîtra les trois angles, DNM'^ supplé- 
ment à deux droits de CNMy NDF supplément à deux droits de 
CDF, et DFM' supplémentà quatre àro\\&ii^DFE^EFQ+GFHi 
on pourra donc résoudre le triangle DNFy c'est-à-dire déterminer, 
par la méthode exposée à Tart. 1 55, les angles sphériques27iVF,Z>.F!Ar 
et le côté NF^ diagonale du quadrilatère proposé. U résultera de 
cette détermination, que dans le triangle NFM" l'on connaîtra le 
côté NF et les deux angles adjacens, savoir l'angle FNM'=i aoo' 
— CNM— CNF, et l'angle NFM^'^DFM" — DFN, ainsi l'on 
pourra calculer les côtés NM' et FM^', passer de là à la détermina- 
tion de M''M'^ à l'aide du triangle M^'HM'"' qui offrira pour données 
le côté M''H=:FII—'FM"el les angles sphëril^es ad jacens il^T', 
M'^HM"'y enfin, arriver à l'extrémité M^' de la méridienne. 

160. Une ligne tracée ainsi qu'il vient d'être dit, ou déduite des 
mesures trigonométriques, par le moyen que l'on vient d'indiquer, 
se nomme ligne géodésique : elle a la propriété d'être la plus courte 
que l'on puisse mener entre ses deux extrémités sur la surface de la 
Terre, et elle y mesure par conséquent la distance itinéraire des 
lieux; c'est ce que Ton démontrera plus bas. A la rigueur, cette 
courbe diffère un peu du méridien terrestre, et c'est un feit dont il 
est facile de se rendre raison j car pour que la ligne que déterminent 
les opérations géodésiques coïncidât avec le méridien terrestre, iJ 
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fiiudrait que les verticales des points A^M^M\ M^' fassent paral- 
lèles au plan du méridien céleste ; c'est-à-dire à celui qui passe par 
la verticale du lieu A et par l'axe du monde ^ circonstance qui n'a 
pas lieu lorsque la Terre n'est pas un solide de révolution. Cependant, 
dans l'état actuel des choses , la diSerence entre les deux courbes 
dont il s'agit est si petite y qu'il est inutile d'y avoir égard. 

161 . Maintenant, si l'on imagine un cercle perpendiculaire au mé- 
ridien céleste, et passant par la verticale du Ueu de l'observateur, il 
représentera le premier vertical de ce lieu. La suite de tous les points 
de la sur&ce de la Terre qui auront leur zénit sur la circonférence 
de ce cercle, formera la perpendiculaire à la méridienne, que l'on 
tracera absolument comme la méridienne elle-même. 

Dans la sphère, les perpendiculaires à la méridienne sont des 
grands cercles qui se coupent tous sur l'équateur, en deux points 
diamétralement opposés; mais dans l'ellipsoïde de révolution, et à 
plus forte raison dans le sphéroïde irrégulier, ces perpendiculaires 
concourantes sont des courbes à doublé courbure. £n effet, soit A 
un Ueu situé entre le pâle et l'équateur, et u£BB! (fîg. 36) la perpen- 
diculaire a la méridienne Pui ; le premier côté AB de cette ligne 
sera dans le plan uéMB déterminé par la verticale u4M et par le 
côté AB. De même le second côté BB' sera dans le plan BNB'^Bl^ 
étant la verticale du pointa : or, on verra, au chapitre suivant, que 
CM> CN\ la verticale Si^sera donc inclinée sur le plan AMBy il 
en sera de même de la ligne BB^ qui représente le prolongement 
de ABj plié suivant une droite parallèle à BN. On prouverait pa- 
reillement que B'S' s'écarte du plan BNB^ , et ainsi de suite; donc 
les quatre points AyB\B\ B"' ne sont pas dans un même planj 
donc enfin la perpendiculaire à la méridienne est en général une 
courbe à double courbure. 

Quelle que soit la nature du sphéroïde terrestre , les parallèles 
à l'équateur sont des courbes dont tous les points sont à la même 
latitude : sur le sphéroïde de révolution, ces courbes sont planes et 
circulaires. 

16a. La situation d'un lieu est déterminée, lorsque Ton connaît la 
perpendiculaire à la méridienne, ou le parallèle sur lequel il se 
trouve, et sa position sur cette perpendiculaire ou sur ce parallèle* 
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Donc lorsque tous les triangles qai forment le canëVas d*oiie carte 
géographique ont été calculés et orientés d'après les principe» exposés 
précédemment, on obtient les portions respectives des scmimetsde 
leurs angles, par le moyen de leurs coordcmnées ou de leurs distances 
à la méridienne et à la perpendiculaire du lieu principal. Voici com- 
ment on calcule ces distances par la méthode de M. Legendre , et 
lorsque les sommets des triangles s'écartent peu de la méridienne. 
Supposçns j comme ci-dessus, que les triangles ^BCy BCD (fig. 34) 
fassent partie d'une chidne quelconque d'autres triangles dont les cdtés 
soient des arcs der grand cercle d'une sphère ayant pour rayon la 
distance du niveau de la mer au centre de la Terre , et que Ton 
connaisse par l'observation l'angle CAX qui mesure l'azimut z du 
côté ^C, ou son inclinaison par rapport à la méridienne ^X^ on 
calculera, par la méthode de l'art. i5a, Texcès sphérique c propre au 
triangle rectangle ^cC, et Ton établira ensuite ces deux proportions, 
pour trouver -^c, Cc^ 

6^01(100^ — |«):cos(z-p-|£)::-^C:u^c=x, 
sin^ioo' — |€):sin(z— j£) ::-^C: C2c =7. 

L'azimut de ^B est connu immédiatement à cause de 

B-</X= CAB — C^X\ et, si on calcule l'excès sphérique c' propre 
au triangle ABM\ on aura 

uéMB — aoC — M'AB — ABM! + ^^ 

Pour déterminer les côtés ^M\BM^ ^ il faudra, comme nous 
l'avons déjà dit, ôter de chacun des angles sphériques du triangle 
ABM! le tiers de £', et Ton aura ces deux proportions: 

sin(2oo' — ^ — 5+^6'):sin(S — ^6')::^iï:^JIf', 
mi\^o^'-A — B'\'\i)\^\n{A—\é)\\AB\BM\ 

en désignant respectivement par^, jffles angles sphériques itf'^iff, 
ABM'. 

On connaîtra donc dans chacun des triangles rectangles AhB , 
M'dD^ deux angles et l'hypoténuse, c'est-à-dire tout ce qu'il faut 
pour déterminer les côtés Ab^ bB, et Jf rf, dD. Donc les distances 
des points ByD ahx méridienne ^Xet à la perpendiculaire^ lése- 
ront connues. 
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Traitant de la même manière le triangle ACNon MDNj pour 
avoir u^Net DN prolongement de CD^ et ensuite le triangle JDiV!F, 
pour connaître le côté NF^t les angles DNF^ DFN^ il sera fecilc 
de calculer les coordonnées du point F. 

La distance/i^etjes angles DFNy NF/élàtA connus, on aura 

/FP=:20o''^EFD--'DF]>r^KFfi 

car tous les angles horizontaux autour d'un même point de station 
valent quatre angles droits : ainsi dans le triangle rectangle/i^P on 
connaîtra deux angles et un côté; on pourra donc calculer Texcès 
sphérique qui lui convient, Tangle FP/ei les c&tés/F yFF. Résolvant 
ensuite le triangle rectangle eEF^ on aura de même la position du 
point E à l'égard de la méridienne u^Xet de sa perpendiculaire ^Yy 
c'est-à-dire les distances Ee, Ae = AP — eP. M est nécessaire, 
avant tout, de figurer, d'après Péchelle, la chaîne des triangles ob- 
servés, afin de voir si ceux tels que ACNy eEP^ etc. , que l'on forme 
pour faciliter le calcul dés distances à la perpendiculaire et à la mé* 
ridienne, n'ont pas des angles trop obtus ou trop aigus. 

Telles sont eii peu de mots deux des méthodes de calcul que l'on 
peut employer pour trouver la longueur d'une ligne géodésique quel- 
conque comprise entre deux points tels que A et X Mais en considé- 
rant la ligne ^Xcomme une méridienne, on voit que l'on détermine en 
même tems les azimuts d'un grand nombre de côtés de la chaîne; 
on peut donc vérifier si les azimuts conclus de la sérïê des triangles 
s'accordent avec ceux qui résultent de l'observation. 

r^ous exposerons plus tard une méthode analytique beaucoup 
plus commode que les deux précédentes, et applicable, soit à la 
détermination d'un arc dé méridien , soit à celle d'un arc dé parallèle. 

f 

i65. Afin de donner un exemple du calcul rigoureux destliMahces 
à la méridienne et à la perpendiculaire, supposons que ^ soit le 
Panthéon, et B Dammartin. Dans ce cas, l'azimut BAX compté du 
nord sera z = 5i',4oo3, et le logarithme de la distance ABcm K 
seralog iC= 4,6^49711. 

Il s'agit d'abord d'évaluer l'excès sphérique du triangle rectangle 
ABb'^ or, on a (art. 100) 
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s étant Taire de ce triangle ; partant 

log F = 9 ,69897 
s log JK == 9 ,o49g4 

sin z s 9 ,85883 

cos z = 9 ,8397 a 

log ^ = 8 ,44746 
log.constt fl,ig6i3 

log. excès sph. c ss 0,64558^ e == 4'\4oi 

\€ = 1,467, 

delà z — f € = 5i',4oooo7, z — ji=5i',4ooi 53} 

et à cause de 

on aura, en convertissant l'excès sphérique en parties da rajon 
dans le fkcteur [1 + iV ^ • • .], pour satisfidre au principe de Thomo- 
généité, 

log JC = 4 ,5a497ii 4 ,6949711 

l.cos(z — y 6) = 9,8597311 l.sin(2 — ^€) =3 9,8688196 

log !•' terme = 4 ,36469221 log i«' terme = 4 ,5838oo7 
de s, àey^ 

logiV = 8,74473 8,74475 

alog € = 1 ,28716 1 ,28716 

2sin 1'' = 8 ,39224 8 ,59224 

log 2« terme = 2 ,78882 log 2« terme = a ,80795 

2** terme s= o",ooopooo6i5 2* terme = o*,ooooooo642. 

Ces seconds termes sont tout-à-Ëdt insensibles ; ainsi en s'en tenant 
aux premiers, on a 

X = 23i57"',53, y = 24i99"',i8. 

i64. Les géographes emploient pour calculer les distances à la 
méridienne et à la perpendiculaire, un procédé un peu plus com- 
mode et qu'il importe de faire connaître, quoiqu'il ne soit pas aussi 
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rigoureux que le préccdent. Ils mènent par tous les sommets des 
triangles des parallèles à la méridienne et à la perpendiculaire ; par 
ce mojen , les côtés de ces triangles deviennent les hypoténuses 
des triangles rectangles qu'ils calculent en partant de Tazimut connu^ 
et sans tenir compte de Texcès sphérique, parce qu'ils considèrent 
tous les triangles de la chaîne comme décrits sur une surface plane. 
Par exemple y la résolution des triangles rectangles ^PM^ ^P'M' 
(fig. 37) donnera les coordonnées absolues xy, x'y' des points ilf , M'. 
La résolution du triangle Jf'Jf ''6 fera de même connaître les distances 
relatives bM!'^ bM'i et conune les coordonnées absolues du point JM!' 
sont x'y'j on aura 

Pareillement, lorsque Ton aura calculé les distances dM!'^ dM"\ 
on aura, pour coordonnées absolues du point M'" y 

x''' = ^P"+dM", fz=^P'3r'^dM'% 

et ainsi du reste. 

C'est de cette manière que les distances des lieux de la France à 
la méridienne et à la perpendiculaire qui passe par l'Observatoire de 
Paris, ont été calculées par Cassini. Nous ne nous arrêterons pas à 
montrer comment on détermine les angles aigus des triangles rec^ 
tangles M^bM'^ M^'dM"'. . . ., ou les angles d'inclinaison de leurs 
hypoténuses par rapport à des parallèles à la méridienne , parce 
que cette opération ne présente aucune difficulté, dès-lors que l'on 
connaît l'azimut de départ ; mais nous ferons observer que lorsque 
l'on enregistre les distances à la méridienne et à la perpendiculaire, 
il importe d'indiquer le sens dans lequel elles doivent être prises; 
or, à cet égard, on peut adopter la convention établie dans la théorie 
des courbes, relativement aux signes; par exemple, admettre que 
dans la région sud-ouest, limitée par la méridienne et sa perpendi* 
eulaire, les coordonnées Xy y sont positives. Alors les signes seront 
donnés par le tableau suivant : 

Région sud-ouest + *i + y t 

Région nord-ouest: — x, -f- y > 

Région nerd-cst — *> — y^ 

Région sud*est 4- «> — •/• 
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Si, dans le calcul des distances à la méridienne et à la perpendî*- 
culaire, on désigne par K le côté connu, et par Z son angle d'incli* 
naisoQ avec le méridien d'nne de ses extrémités , compté du sud à 
Fouest et depuis zéro jusqu'à 400^, on aura généralement 

X == K eosZf y=^K sin Zi 

en sorte qu'en observant la règle des signes de sinus et cosinus 
(art. 46), on saura de suite à quelle région appartient x et y. 

Équations différentielies de la ligne géodésique, déduites du 

mode de son tracé. 

i65. Soient, comme ci - dessus, ^BC,£ CD (fig. 58) deux triangles 
consécutifs d'un réseau , et u^M = ds l'élément ou le premier côté 
d'une ligne géodésique quelconque, MM' le prolongement de cette 
lîgue.Si l'on prend MM'=dSy et qu'on le plie suivant la verticale 3f'J\r, 
au eecond iriangle^CjD, on aura JUN ou ds' égal à ce prolongement, 
et cela à un infiniment petit près du troisième ordre; car l'angle 
MM'N = i étant considéré comme un infiniment petit du premier 
ordre, on a, à cause du triangle rectangle élémentaire M'NMj 

ds' = ds cos i = ds (1 —5) = ds ^, 

en négligeant les termes d'un ordre supérieur à /* ; mais - cb est 

une quantité du troisième ordre; donc ds' ^^ds; donc la propriété 
d'une ligne géodésique s résulte de ce que sa dilférentieUe ds est 
constante. 
D'un autre côté, la normale 

M'N= ds sin i = ds (i — ^J =z(/^ — ^ dsy 

ou simplement M'N^=' ids; donc la normale comprise entre le pro* 
longement du premier côté de la ligne géodésique et la sur&ce ter- 
restre est du second ordre. On remarquera que puisque la ligne 
géodésique u4MN est égale à la distance rectiligne AMM.\ cette 
ligne jouit nécessairement de la propriété d'être la plus courte entre 
tontes celles que l'on peut mener sur la Terre, entre ses extré- 
mités A, N. En effet, ABM' > AMM = AMN-, mais 

u4BM' = ABN k un infiniment petit près du troisième ordre j 
àK^n^ABN>JiMN. 
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Maintenant, soient jc,y, z les coordonnées rectangles de l'origine 
de l'élément dsy ou du point ^ du sphéroïde terrestre ; celles de 
l'extrémité Jf de cet élément seront x + die, ^ + {(y , z H- (/z, et les 
coordonnées du point M'y extrémité du second élément MM' =:dsy 
seront évidemment 

x + 2dx=Xy y + 2dy=:ry z + 2dz=:Z. 

Mais nous venons de démontrer que la petite normale M'Ny ou la 
perpendiculaire au second triangle BCD est du second ordre ; par 
conséquent elle peut être considérée comme la diagonale d'un pa- 
rallélépipède rectangle dont les côtés seraient du même ordre, c'est- 
à-dire ddxy ddy, ddz. Ainsi, les coordonnées du point iV, ou du 
pied de cette normale, seront 

x+ 2dx—ddxz=X'yy+2dy — ddy= T', z+ ack — ddz=zZ'. 

Or, par la théorie connue des surfaces courbes (Traité élément, du 
Calcul différentiel de M. Lacroix , ou mon Recueil de proposi- 
tions de Géométrie y a^ édit., pag. 394), on a en général, pour les 
équations des projections de leur normale , 

X' — X+p(Z' — Z) = o, 

r'— r+g(z'-.^)=o. 

p = (^), q = (j-) étant des coefficiens aux diflFérentielles par- 
tiellesj on a donc, pour le cas dont il s'agit, 



ddy H- qddz = o J ^ ^ 



D'ailleurs , lorsque u =/{x , jy , z) = o désigne généralement l'équa* 
tion d'une surface courbe,/ étant le signe d'une fonction quelconque, 
son équation diiFérentielle est, comme l'on sait, 

mais, en supposant aussi l'équation de cette surface représentée par 
z = ^ (x , jk) > on a de même , pour son équation difiTércntiellc , 
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de là on tire aisément 

"Enfin, substituant ces yaleurs dans les équations (u^), il ylent 

Telles sont les équations de la ligne la plus courte sur une surface 
courbe quelconque , puisqu'elles résultent de la propriété même de 

cette ligne. Éliminant entre elles ^ J , on a, pour troisième équa- 
tion de la plus courte distance , 

Ces trois équations seront donc celles d'une ligne géodésique^ si 
1^ = o exprime l'équation de la surface terrestre {yoyez aussi sur 
ce sujet le Calcul des f^ariationSj par M. Lacroix, ou celui de 
M. Francœur). 

166. Pour première application, supposons i£=:x*-f:>^*4-2' — 7^=0, 
c'est-û-dire considérons une sphère du rayon r; les trois coeffîcieiis 
aux différentielles partielles seront évidemment 

/du\ /du\ /du\ 

U)=^*' (ip)==^' U)="^i 

ainsi, en divisant par ds chacune des trois dernières équations {pré- 
cédentes , on aura 

zd^ \d*z 

ds 5r~^' 

xdy yd\x 

ds ds """ 



(%)iiy-Odd, = o. 



Puis intégrant, il viendra 



zdy — ydz = ^ds^ 
zdx — xdz = Bdsy 
xdy — ydx = Cds'y 
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jiyByC étant des constantes arbitraires introduites par l'intégration. 
Enfin, multipliant ces équations respectivement par x^ — ;/, — z, qui 
sont les coordonnées courantes de la ligne géodésique que Ton con-. 
sidèrej ensuite ajoutant, on aura définitivement 

^x ^ By — Cz ^ss: oj 

c'est, comme l'on sait, l'équation d'un plan passant par l'origine des 
coordonnées ou le centre de la sphère. Il suit donc de là qu'une ligne 
de plus courte distance sur la Terre supposée sphérique, estefiective- 
ment un arc de grand cercle* Nous examinerons plus tard les pro- 
priétés d'une pareille ligne , lorsque u = o représente l'équation d'un 
ellipsoïde de révolution, ou d'un sphéroïde quelconque peu différent 
d'une sphère* 

Représentons par X\ X" les angles que les rayons de la sphère, 
menés aux extrémités de la ligne géodésique , font avec le plan des xyy 
et par ^' , ^" les angles de leurs projections avec l'axe des x. Soient 
de plus x^,y , z^ , et x^'y y, z" les coordonnées de ces miêmes eztrér 
mités i on aura 

o(f sï= rcosX'cos^', y = rcosX' sinç' , «'= rsinX'j 
x" = rcosA"cos^", y = rcosA^sinç", 2*= rsinA"j 

et à cause de l'équation précédente du plan, il viendra, par sub- 
stitution, 

^ cos X' cos ^ — ^ cos X' sin ç' — sin X' s: o, 
^ cos A" cos ^" — -g cos X" sin ^" — sin A" = o. 

Si l'on suppose que la ligne géodésique, partant du plan des xz, lui 
soit perpendiculaire, on aura J9 = o, 9' = o; ainsi 

c = tangA, ê = -^> 
d'où 

COS^''='^^'; 
^ tang a' ' 

équation qui exprime évidemment une des propriétés connues du 
triangle sphérique rectangle. 
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CHAPITRE Xn. 

Recherche des formules pour exprimer en fonction de la 
latitude différentes lignes de r ellipsoïde de réçolution, et 
applications de ces formules au sphéroïde terrestre. 

167. Avant de nous assurer, par des mesures géodésiques, sî la 
Terre est réellement un ellipsoïde de réyolulion, nous la suppose- 
rons telle. En conséquence, soit CE (fig. Sg) le rayon de l'équateur, 
et P le pôle. Si par te pointue cm mène la tangente ^Tk Parc ellip- 
tique PAEj la droite u4M^ perpendiculaire sur ^7; sera la normale 
en ce point, et l'angle u4LT=^ FAT^v^ la latitude Hàxi points. 
Soit de plus le rayon de l'équateur CE=:a^ celui du pôle CP=:b\ 
l'équation du méridien sera 

ûy 4- i«x* = a^h^ (1), 

X, y étant les coordonnées CFy FA d'un point A quelconque. Or, 
il résulte des principes du Calcul différentiel, que le rapport ^ ex- 
prime en général la tangente trigonométrique de l'angle que la tan- 
gente à une courbe fait avec Taxe des x\ Ton a donc 

^ = cotfl^. 

« 

D'ailleurs, en différenciant l'équation (1), il vient ^ = — -^^ ; ainsi 

— ~ = cet U (2). 
Combinant entre elles les équations (1) et (2), on obtient aisément 

V* — — /!/* — • __ 



OU éliminant les cotangentes et extrayant la racine qnarrce, on 
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trouve 

a* C08 H b* sîn H 



X 



|/A*8in*iff+a*co8»H' ^ \/F^^H+a^coà^H 



Mais si l'on désigne par e le rapport de rexcentricité de l'ellipse du 

méridien au demi-grand axe, on aura e* = ^^ ; et si en outre l'on 

change les cosinus en sinus, dans les dénominateurs des yaleurs pré- 
cédentes , il viendra 

a* cos H a cos H 

b'^slnH a(i^e')8inir f \^)' 

Maintenant désignons par N la grande normale ^JU; par jV' la 
petite normale -^L; par r la tangente -^^T; par r' la tangente ^T" j 
il est évident qu'on aura , à la seule inspection des triangles rec- 
tangles que présente la figure , 

ac = i\r cos JET, y=:r cos Jff, 
X z=z r' s\n Hj js=zN' sin It^ 

palpant, à cause des valeurs de x et j^ trouvées ci-dessus, 
N= — ^ = r,T=:y sec H=— — ^ 

A^'= ^= -îii^=i^, T'=xcoséc^=-.^^^ 

on a encore 

sous-normale I«F= iV' cos Jï"s= ^C»— )co8 ^ ^ 

sous-tangente JT= r sm £[=i -^ ^^ — 2 — . — ^ 



(4)î 



CL = X — LF 



(i — e»8m»iï)» 



(1— e*sin*£r)i' 
ne* sin ^f 



aaf=CZ.tang^=. 
Enfin, soit r le rayon ^Cde la Terre; on aura, par ce qui précède , 

,= v'x-=+7=«Q-=:B£^^^ (5). 
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Cette dernière râleur est susceptible de prendre une forme plus 
simple y et yoici comment. 

j68. Si on imagine une sphérepaE circonscrite à Tellipsoïde P^E^ 
laquelle ait pour rajon celui de l'équateur; qu'on prolonge l'ordon* 
née jPL^ jusques en a, et que parce point Ton mène la tangente aTi 
celle-ci et la tangente .^T se rencontreront nécessairement au 
même point Tsur l'axe CX\ car, remarquons d'abord que Tellipse 
donne 

et le cercle circoBScrit 

y^ étant l'ordonnée aF\ de là 



jK*=S(a- — ap*), ety = a»-.^*j 



et par suite 



Mais sous-tangente dans l'ellipse =^ j^si^, 

sous- tangente dans le cerde =^y ^-=i FI^; 

de plus, à cause dé ^ = |, on a c(x' = -v^; par oxiséquent 

Soit maintenant A l'angle aCFj et h l'angle ^CF ou la latitude 
géocentrique du point ^; on aura 

tang X = ^ et tang A = *î^; 

dirisant ces deux relations l'une par Fautre , on obtiendra définitif 
veulent 

tang A = - tang A. 

D'un autre côté, les triangles rectangles jdFT^ aFT donnant 
FT=^y lang^ssy tcmg A, on a 

tangA = ^tangJÏ (6), 
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et par suite 

tang A = ^. tang Jï (7); 
mais à cause de la relation (6) y ^ 

Jtanç» H 

sin* X = tang* X cos* X = Y^fi^àl. = "^"T^ ' 

a* 

puis mettant pour tang Hy sa valeur — jj, et Êdsant attention que 
-;= 1 — ^•j on a définitivement 



a 



. ^ ( 1— e>)gin> £r^ 

Sin A SïS a • • rr « 

partant, la valeur ci-dessus de r, désignée par (5), devient plus 
simplement 

r^a (i—e^ sin*A)* (5'), 

comme nous l'avions annoncé. 

L'angle C^i^f de la verticale avec le rayon C^ étant représenté 
par â)| il est évident que Ton a 

Mais 

y &* 

„ * t tangJT— -^ tangfl r tang H 

tang H — tang h ^ x^ ___fl^ 

tang û)— 7qpi^„g jï tang A — ^jf' ~— ~f; 7~î 

^ ° ° 1 + -^ tang £f 1 + -7 tang» // 

X a** 

si donc l'on change les tangentes en sinus , et que l'on ait égard à 
ce que sin* JSr= Lll22ïi«^ et sin 2 JET = asin H cos H,-on aura 

_ (g* — A») ta ng H _ ^ {a" — h') si np/f _ je[l±L^'"_/oN 
tang Cù — a^^b' tang- H — • a» — (a- — i ) sin* £f — a^-^b' ' „vO> 

169. Pour achever de compléter ce systrme de formules, cher- 
chons maintenant l'expression du rayon de courbure du méridien 
au point ^, dont les coordonnées sont x, y. Soit p ce rayon; on 
aura, par la théorie connue des osculalions, et eu supposant dx 
coustanlc , 

1. o:> 
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prend ordinairement pour représenter le rapport des demi-axes do 
la Terre, deux nombres qui ne diffèrent que de Punité. 

Nous pourrions substituer l'aplatissement à Texcentricité dans 
toutes les formules précédentes, mais elles seraient éridemment 
moins simples, si l'on ne voulait pas y négliger les termes en «*> 
c'est-à-dire les termes du second ordre. 

Comme elles sont d'un fréquent nsâge en Géodésie, rassemblons 
ici les principales , et désignons par ^ le rayon du parallèle dont la 
latitude est H^ auquel cas Ç = x j on aura 



Normale terminée au petit axe , N 
«Normale terminée au grand axe, N^ 
Tangente terminée an grand axe, • r 
Tangente terminée an petit axe, t' : 



Rayon du parallèle , 



Rayon de courbure dn méridien; f 



Rayon de la Terre, 



(1— c*sin*iy)*^ 



a(i— e») 



(i— Vain» if)* ^ 

a(ï — e*)tangfl' 

(i — e'ain*£r)* 
a coKH 



(i — a* sin» H)» 
a cos H 



I y 



OU 



(i — e* sin» H)^ 
a (i — 6*) 

(i— e*8in*jar)î' 

û (i — e* sin' A)* : 



HetX étant liés par l'équation tang A s= - tang H. Dionis du Sé- 
jour et M. Legcndre appellent A la latitude réduite, par rapport 
à la vraie latitude H. 

Enfin, ds étant la différentielle d'un arc s de méridien commençant 
à l'équatcur et se terminant à la latitude jHT, on a 

Différentielle d'un arc dn méridien . ds = g('— O'^g 

(i— c*sin»£r)^ 

Mais toutes ces formules peuvent être mises sous une forme qui 
les rende susceptible d'élrc développées aisément en séries : en effet, 
à cause de 
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1.1 ï 



«M 



i—e» tin» il 



i-J + Jcosaff (i— 0(i+jj~;cosair) 



«••!»_• . a» 



si Ton Élit, pour abréger, n =S5 ^ ^ ^^ ^ il s'ensuivra que ô* s» Tx^t 
1 — : ^ = ^-47- > «t que par conséquent 



1 + 'i 



1 — e*8in"jtf i+/icosaff' 

par suite 



• I 



N = 



a(i + ii)* .., 6*/ i+n \ï 



(i+ncosa^)* 



fc'tangg/ i+i* y ^, g COt Jff" ' "'"" \''^ 



Quant au rayon de la Terre, son expression devient, en rédui- 
sant au même dénominateur , et ayant toujours égard à ce que 

. . -y 1 — cos aH 
sm* H = , 

1 + — 



r =5 a 




,-e'+-' J'- - ^( 



or, en faisant encore t—-^ =s n, et supposant de plus 



a — c* 



(-0 



1 — e* + — 



-j =: n' , on aura 



f an 



n = — ; — r, 
1 + 'i 



partant, 

l(i+/icosaiy)(i+n')J ^^^ 



et 
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CHAPITRE XIIL 

Déi^eloppemens en séries j des formules précédentes. 

SÉRIES FONDAMENTALES. 

171. JuORSQU'oN élève au (fu&iTé chacune des expressions finies 
des lignes de l'elIipSoïde de révolution, le dénominateur se compose 
d'une quantité de cette forme : 1 + ^ cos z; ainsi l'on peut se pro- 
poser de développer en général la fonction —j^ 2» ordonnée sui- 

vant les cosinus des multiples de l'angle z. Euler, ùboib son Calcul 
intégral^ a résolu complètement ce problème ; mais la théorie des 
exponentielles imaginaires conduit au but d'une m^ère beaucoup 
plus simple que celle employée par ce grand géomètre. En ^fet^ 
teignons que Ton ait 




= + 



^yB^et^ ^ étant des coefiSciens indéterminés, et c la base des Ioga« 
rithmes hyperboliques : or , à cause de cos z = -^-- , on a 

et si l'on réduit au même dénominateur les deux termes du second 
membre de cette équation, puisqu'on égale entre eux les termes 
homogènes , on aura ces relations 

^* + 5/3 = 1, a» -f- )8» = a, 
^/3 + 5x = o, «)8 = n, 

desquelles on obtient 

m n ' 



jB(/3»— «•) = /3, jS*=i — \/x^n\ *•— /3«=aVi — «•; 
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«îmi 



• • 



l + nCQBZ 






Si, pour abréger, l'on fait ^ = m, ensuite que Ton réduise en série 
chacune des fractions ^—^ -7=^, ~ — ry= , et que Pon ait 

i+m<ry-' i + mc-^y-' 

égard à ce qu'en général cos fiz = -j "^on trouyisra dé- 
finitivement 

(A)...-— = j-(i— amcos z+nm^toa aa— am'cosSz+a/n^cos/^. ..)• 

La même méthode s'emploie avec un égal succès pour réduire en 
série de cette forme la fonction log (i + ^ cos z). Pour le prouver, 

soit encore mis ici -=- , au lieu de cos z; on aura 

a ' ^ 

log (1 4- n cos z) = log (2 + nc*^'^^^ 4- ticT"*^^') — log 2 ; 
et parce que Ton peut supposer que 

a et fi étant indéterminés, on aura, en dével(^pant et égalant la 
quantité rationnelle à la quantité rationnelle , et la partie imaginaire 
à la partie imaginaire , 

«•4-/3* s= a, afi = 71} 
ainsi , 



2/3= Va"(Y/i-f.7i— .y/'i— 7i), n 



n 
am 



" 1 + m»^ 

et comme en général log (1 4- u)= i^ — — hg^— ••••? on trou- 
vera, après les réductions convenables, 

(B)...log(i4-ncosz)=log^4-log(i4-^c'*^^)4-Iog{i4-OTc"'^~) 

=5— log^4-ail!f[/ncosz— ^/n'cos2z4-| w'cosSz — • . . •]> 
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ilf = 0|434ag448 étant le module des tables; ce qui est conforme an 
résultat auquel Euler est parvenu. 

173. Développons, par lé même procédé, la fonction 1 ^ -. 

On a d'abord 

-— = (1 — am CO8 2-1-^''^* cos a»— a/n'cosSz+ani* cos 4a— etc.) ; 

et si Ton multiplie, ensuite qu'on divise la valeur précédente de m, 
par 1 4- V^i — n*, on aura 

• n 



D'ailleurs 

m 

i 1 p i — am coa z 4- fl>»* co» aa— a m' cos 3s + **c.~j^ 

(1+»C0S«)* "" (,_„«)iL~ l+BCOS» " J» 

et si l'on suppose que 

-î = — î — i [i+£(,)Cosz+JB(oCos2z4-^(5)COs5z+etc.], 

(i +ncosA)* (!_«»)• . 

on aura alors 

1 pi — flmcos6+am*co8a» — am' cos 5s . . . "1 

■I I I ■■ i l ■ ..1 I ■ I ■ ■■! I I ■ r I 

(i — n*)^L- i+nco8Z J 

= — * — 3 [i 4-^(0 cosz4-jB(.)COS3Z+E(5)Cos3z...]î 

(l — /2»)î 

puis, après avoir chassé le dénominateur 1 4-wcosz, 



1— n» 



0— «*)' 



7 [l — 277Î cos Z+27n* COS 2Z— 2771* COS 5Z. . .] 



__i___ri4-Ê(,)C0sz-f-£(,)C0S2Z + £(5)C085z n 

(i— n'0*L 4-/iCOSZ+7Z£(,)COSZCOSZ+7l£(.)COSZCOSaZ. . J' 

Mais en général | cos (i«^ + 1 ) z + 7 cos (/u — 1) 2=: cos /^z cos z; 
ainsi, on a lequalion identique 

(1 — 7ï*)[l — i277lCOSZ+277i*COS2Z — 277Z^COS5z+etC.] 

s= 1 4-jy(,)Cosz + îS(a)Cos 2z+£(3)Cos5z+eLc. 
+ 71 cos z 4- î /ii^o) cos :2Z + î^ 7^iî;^^) cos 5z 4-elc. 

4- ^' -E(«)4-ï'ï^(oC^s^+f ^^(3)C03az4-^7zJE(4)Cos5z4-etc. 
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Égalant les termes semblables, il vient 

— STW (l — n») =£(., + 71 + i 7l£(.), 

+ 3m* (i— n*) = -Eo+T «£(.)+ în^OT, 
— 3/n» (i -. 7i') = £(3) + 5 «£(.) + î /i£(o; 



d'où l'on tire, en mettant pour m sa valeur " , 

^co = — an» 

c __ « (an*— i-f -j/i — a») a»« (i + a|/i--n«) 

E- _ (5»' — aft+ a» y/ 1 — n«) __ —ait^Çi +51/ 711;?) 

« „ (4«< — 5n' + 5i»V 1 — w*) an»(>+4i/»--»0 

' (i+\/i-»0 0+t/i -!»•)* 



(i+/i_»»)' 



OU enfin, pour abréger, 


- 371, 




37W* (i 4- a Vi — «•), 

- 3OT» (i H- 3 \/i — n% 

am* (i + 4 \/i — 71*), 



jEçq = ± am' (i -H i v/i — if). 

Telles sont les valeurs que M. Laplace a obtenues par un procédé 
différent {Mécaniq. célest, tom. I, pag. i56). 

173. La fonction (i + tz cosz)'* peut aussi se développer en sé- 
rie de la forme -^ + B cos z + Ccos ^z + D cos 3z + . . . . ; mais 
comme nous n'aurons besoin par la suite que du développement 

particulier de î j,nouseffectuerons ce dernier par la méthode 

(i + ncosa)* 

naturelle , laquelle consiste à développer d'abord {i + n cos z; ■ par 
la formule du binôme, et ensuite a changer dans le résultat les puis- 
sances du cosinus de l'arc z en cosinus de ses multiples. Cependant, 
afin de pouvoir découvrir aisément la loi des coeSiciens numériques 
du développement, nous aurons soin de n'effectuer aucune réduction 
I. 54 
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dans la formule générale , 

a''"' COS Z^=:C0SftZ+/*C08(fl — a)z4-î^^^— ^ C08(ft — 4)z 

1 «S* 9 

qui, comme ron sait, exige que l'on s'arrête lorsque Farc devient 
négatif, et que Ton ne prenne que la moitié du coefficient du cosinus 
de l'arc nul que l'on trouvera, si/ju est pair. 
Jl résulte de là , que l'on a d'abord 

(l + 72 COS Z)"" • = 1 — - 71 COS Z+ j.jTl' COS» Z — -.2-g /l' COS* Z 

ensuite en ordonnant par rapport à cos z, cos az, cos 5z. . . . 

/ , x-i .55^,3 5.7.0 4.3 . , 3 5.7.9.11.13 G.5.4, 

, 3 5.7.9.11.15.15.17 8.7.6.5 . 

"*"?• 4^78. 10.1a. 14715* aV3.4 
r3 5.5.7.3 , 3.5.7.9.11.5.4 s ■ 5 .5.7.Q.11.13.15.7.6.5 -1 

Lâ""^ "i^-T" + a*.4.G.è.io.a '^ •^V.4.é.Ô.io.ia.i4.a.3 " '"J^^ ^ 

4-rl 5 „.+ ^7^„4+ gf 7-3- - » • -S ^ „« -Icosaz 

La 4 3*.4.6.8.i ' a^ .4.6.8. 10. laai J 

r ^- 5.7 „s . - ^•^•7-.9" -5 5. t 3.5.7. 9.1 1.13.15.7.6 ,"lc08 52 

LaM-6 ' 3^4-6.8.io.i 3'.4.6.8.io.ia.i4.a 'J 

r 5.5.7 ..9^ ■ 5.5.7-.q t i.i3.6 g , 3.5.7.9.1 1.13.15.17.8.7 _, "Irn^A- 
^L^M^.8" ^554X8ÏÏo.ia.i" ^ a».4.6.8.io.ia.i4.i6.a" •••J^os^* 



OU bien , plus simplement, 



(l+TZCOSZ)"^:::: 



3.5 ,^^ 3.5.7.9 i I 3.5.7.9.11.13 



4.4.6.6 " 



_ an F— -4- — ^ 72»-+- ^•^•7-q-" ra4_j. 3-5.7-9.M.i3.i5 « "] ^ 
^" La'.a^3'.3.a.4" ^3*.a.a.4.4.6" ^ a'.a.a.4.4.6.6.8 '^ ••J^^OS x. 

a. 4yj'r '•^"'^ I "•^•^•7 -.q _. , 3.3.5.7.9.i i.i3 , lrn«ior 

"♦- ^'^ La'.a.a.4"*-a'.3.a.4.4:6'^ ^ a«.a.a.4.4.6.6:8 '^ J*^^^ ^^ 

°" b^a.a.4.4.6^â\ 3.3.4.4.6X8 '^ JCOSOZ 

^^'''^ b'.a.3.4.4-6.6.8^a''.3.2.4.4.6.6.8.8..o " JC0S4*, 
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série conyergente , lorsque n est plus petit que Funité. Si l'oi^ désigne 

respectivement les coefficiens de ses termes par qyq\(]['yC^" , 

on aura 

1 

(C). . . r t ^ V sBg~jr^cosg^g'^cosaz— f^^€os5z+g'^cos4z 

Avec un peu d'attention, l'on reconnaîtra que le terme général 
du premier polynôme^ de cette série est, en désignant par h le rang 
de celui que Ton cherche , 

+ 5.5.7.9 ,[]4ft— 0] 7iC<^-~*) 

et que le terme général du polynôme ^ cos {i — 1) z, occupant le 
rang zdans cette même série, est 

=P^ ^ L^ aC'-^*^)a*.4».6». . . . . . .. .[ai-f-fl*— 4]^ Jcos(^z i;z, 

le signe — ayant lieu lorsque i est pair, et le signe + lorsque / est 
impair; et les facteurs A (A+i).. . .[^+•A— 3] ne devant être pris 
que quand^f+A — 5] est plus grand que h. 

174. Il nous sera encore utile par la suite, de connaître le déve- 
loppement de la valeur de 



U' 



procédant suivant les puissances de e. Dans cette vue, soit.... 
X; s= 1 -I- y/i--^ =r- ; on aura A is= a — -r : 01*, par uû théorème de 

Lagrânge, généralisé par M. La place, lorsque j>^ = a + jcf (^) ,' on 
a {Cale différ. de M. Lacroix, tom. I, pag. 282, 2* cdit.) 

H 35 O"*" 

Comparant donc 
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avec la proposée 

on a 

a=:a, x = — e*, ^(^) = J; 

par conséquent si l'on veut avoir la valeur de AT, auquel cas 

f{y) = lt^ on aura 

/(a) = a", .p (a) = i, 

Ainsi la substitution de ces valeurs, dans la série précédente, donne 

'^ i.a i.fl.o • 

Mais à cause de A\ = -J, on a A,'* c= — ; donc 

Donc enfin 

(D)...£/'=(î)'{.+fG)-+--^S(î)V'-^;±^^>(|)'+...). 
Cette série , dont le terme général est 

^\J\ i.a.3.4.5....(i— i) W r 

trouve son application dans les hautes sciences mathématiques 
{yoy^ le tom. I de la Mécan. célesty pag. i8o). 
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u4pplications des séries fondamentales. 

175. En prenant le logarithme de la valeur de la normale N don- 
née à Fart. 170^ l'on aura^ à cause de la série (B), 

log iV = log a + \\o%{\-\-n) — :i log (1 + n cos :iH) 
= log a 4- T log(i + n) + jlog (1 + m^) 

— M[mco^2H — ï/n*cos4Lff4-j/7i^cos6-Ér— ...] 
= log a 4- M[m — ^m^+\m? — ] 

— itf [/TicosaH — îm*co84H"+j/7i3co5 6Jtf— ...]. 

Far la même raison , 

— ikf[/ncosaJ5r — j/n^coséJHr+jTn^cosG-HT— ...] 

log / = l0g-'+ 3Jt/[772-— ^m^+^/TZ^— ...] 



V. 



a 



— ZM[mcosfàH — ï/ii*co84fir+jm'co86JEf— ...], 

et ainsi de même pour les logarithmes des autres lignes du sphéroïde. 
Pour ce qui concerne le logarithme du rayon de la Terre, son 
développement en série sera un peu différent^ car de l'équation (5'Q, 
art. 170, on tire 



log - = i log (1 + 71 ) + î log (i + n' co^^H) 
— ï log (1 + Tî') — 5 log ( i + 7Z COS a^); 



et à cause de 

log ( i+w cos 2H) = ~ log ( 1 +m') 

4- a Jf [mcos afi— -7 ^•cos4ff+| /n^cosG-HT-— ...], 



et de la relation ! — - zzz m , on aura pareillement 



log(i4-7i'cosa2Z')= — log(i4-7n'*) 

H-a Jf [ot'cos ajâr-— î ot'"cos4H4-î '^''cosejET--...]. 

D'ailleurs on sait par ce qui précède, que n' = ^ ^ ; donc m' = te, 

ou m' = - ; mais comme n est plus petit que l'unité , cette seconde 
valeur de m' ne peut être admise, puisqu'elle rendrait la série diver- 



V '< 
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gente; donc 

etpuisque7i=^^r^, 771=^^^, a cause de ^*= -^r— i on^ 
donc enfin 

Dans le second volume de la Méridienne j et le discours prélimi- 
naire des Tab/es du Bureau des L^n^tudeSjM.I)elawi}Te a donné 
le logaritlime de r en série ordonnée, comme la précédente, suivant 
les cosinus linéaires de la latitude; mais j'ai préféré d'en rendre la loi 
des termes manifeste. 

Voici ce logarithme, en fonction de l'aplatissement, 

logr=loga— Jf[{a— ia*— ^ct'— (iflt+i«-— iflt^)co8ai5f 

+ |(a*+a^)cos4jf— ^a»cos6^-f-...]. 

Si au lieu d^ logarithmes, on voulait les valeurs mêmes de ces 
lignes , voici comment l'on procéderait pour arriver encore à des 
séries régulières et fort simples. 

Par exemple, la valeur de N élevée auquarré, donne 

a" 1 + n co:i slH ' 

et, par la formule (A) de l'art. 171 , on a 

— =(\ — 'Y {i— 2m cos2H+2m^cos iJF£ — 2/n'cos6jH'+.. . ..) 
= ^ (1 27/Z cos 2//+2m*cos4/f — 2/n^cos6^+. ...). 

Il est évident que les expressions des autres lignes du sphéroïde 
se transformeraient également en séries de mêmes formes que cette 
dernière. 
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Comme toutes ces transformations sont très faciles à efièctuer, 
je me dispenserai de les donner. Tobserverai seulement , que pour 
parvenir aux valeurs des premières puissances des lignes du sphé- 
roïde, qui ne continssent de même que les cosinus des multiples 
de la latitude 9 il serait nécessaire de suivre la méthode que j'ai 
donnée à l'art 175, pour développer ainsi l'expression du rayon de 
courbure du méridien ; mais alors la loi des coefficiens serait bien 
moins simple que celle ci-dessus. 

176. II est à remarquer que les valeurs de /i et de m, élevées à 
une puissance entière quelconque, peuvent être exprimées aussi en 

séries régulières; car d'abord puisque n = ;, on obtient sur-lc- 

champ, par la formule du binôme, ^ 

''=(0+(7)"+(?)+(SV...., 

et ensuite , par la méthode connue de l'jélévation d'un polynôme à la 
puissance /t. 



'^=©' 



d'ailleurs 

/ an fl^— M 

OU, si l'on veut, 

71! = a/l (1 + 72*)~* C= 2/1 (1 — 71' + n* — 71^ +. . . .)• 

Il s'agit aussi de connaître la valeur générale de irT : or , on a vu, 
à l'art. 171 , que ' ~^ ' "" — = m\ par conséquent 



a 

expression qui est la même que celle de l'article 174; on a donc 
généralement, en vertu de l'équation (D), 
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7n^=lr 



■4) (!i^^-5) ^ey\ 



i.a.3.4 

177. On ne peut évaluer numériquement toutes les séries précé- 
dentes, sans connaître les axes de la Terre. A l'instar de la Commis- 
sion des poids et mesures, qui fut créée à l'époque où l'on introduisit 
en France le système métrique décimal, j'emploierai à cette recherche 
les arcs du méridien, mesurés à l'équateur et sur le territoire fran- 
çais , afin de parvenir aux résultats mêmes que cette Commission a 
obtenus, et dont elle a rendu compte à l'Institut, par l'organe de 
M. Yan^winden. Ployez le rapport de ce savant, inséré parmi les 
Mémoires de cette Société, tom. II,pag. 45. Mais, avant tout, il 
s'agit d'intégrer l'équation différentielle d'un arc du méridien. 

D'abord , a cause de la série (C) , et de la valeur de ds donnée à 
l'art. 170, on a 

5 = ^* (i+7i) •{^fl^— ^ sin 2 Jtf-K ^ sin 4 JK"— Ç sin 6H+ ....]: 

or , l'intégrale est complète , parce que l'arc s s'évanouissant en 
même tems que JET, la constante est nécessairement nulle. 

Il est évident que pour un autre arc s\ terminé à la latitude JEf ', 
on û de même 

s' = ^' (i+7iy{qH' — ^ sin 2 JEf '+ ^ sin 47/'— Ç sin GH' +...} ; 

ainsi, entre les limites H et H\ considérées comme les latitudes des 
extrcmitès de l'arc ^, on trouve, d après l'art. 45, 

^=*!(i + ;z)T^î(^-^)-9;sin (H'~-ff)cos (Jï'+H) 

+ ^' sin ^2{H'—H) cos 2{H'+H) 

— '^siu 5{H—H) cos5(H'+H). . . 

Pour un autre arc ^ compris entre les latitudes A et A', on a 
pareillement 

^'^^(i+;,)^^9(A'-A)-9;sin CA'-A)cos (A'+A) 

+ !^- îi^in 2(A'— A) cos 2(A'+A) 



a ' , q 



— ^-sin vl(A' — A) cos 5(A'+A) 
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Dans la rue d'abréger la notation ; soit 

J5r' — jsr = (p, jï' + £r = «, 

A' — A = ^^ A' -H A = *'i 
alors les deux équations précédentes seront 

(M) 



•~|-sin 3^ cos 3* ... .1 



-^'=— (i+7i)* Iç^' — ç'sinç'cos*'+~ sin 2^' cos a* 






'|-sin3^'cos3* 




Ayant d'en déduire une relation entre les quantités connues et 
les puissances de l'excentricité, mettons pour q, q\ ^f", ^f'", leurs 
valeurs en ^% en bornant toutefois l'approximation aux termes en e^ : 
or, par ce qui précède, 



71 = - + ;^; donc 71* =^; 



ainsi on a 



3= ^-+-5^^. î'=K"-+i4 "i^-ii^' 

Substituant ces valeurs dans les équations (M) , il vient 

^ = ^(H-»)*[(i + g|«*)^ — |(c* + ^ e*) sin ^ cos* 

i5 

H g ^ sin 2^ cos a* 

A'^^^{x^nf{(^^^^^ cos *' 






+ -^ ^ sin aç' cos a*' 



et soit encore, pour abréger, 

~^ {A^* — A'(p) = Jf, A sin ^' cos *' — -^' sin p cos *=3iV, 

A sin a{p' cos ^<b' -^A' sin 2^ cos a* = P; 

on aura, en divisant les deux équations ci-dessus Tune par l'autre, 
et rétablissant rhomogénéité , 

I. 35 



•^ 
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d'où l'on tire aisément, en rédolvant cette équation du second degré, 
ou par le retour des suites , 



Ainsi, la comparaison de deux arcs de méridien est, en gênerai , 
propre à faire connaître les dimensions de la Terre. 

applications numériques. 

Suivant les opérations géodésiques de MM. Delambre etMéchain. 
(résultats provisoires), 

a 

^==55i58<t',73, ^ = 56»,7o6944, JEr=45»,958a8x (boréales) j 

et suivant celles de Bouguer, admises par la Commission des poids 
et mesures , 

^' = i76897',4, A' =o',o463 (boréale), A = — 3',4i 70 (australe). 
11 suit de là que 

(p=H'^H=: io',748663 , * = JET -{- H= ioa',6652a5 , 
^'=:A'— A= 3,4633 , ♦'= A'4- A=--3,3707j 

d'ailleurs 

TT étant la demi - circonférence d'un cercle dont le rajon = i; 



• • 



amsi , on a 



u^(p' = i9io3o5,4, ^'p =3= 1901410,5, 

^ = 5,1415937, -^^i^ = 44,464, 

M= i3(),688, 
^ sin ^' cos *' = 2()95o,i i , ^' sin ç cos * = — i244,io, 

JV = 31194,31, 
^ sin 2^' cos 2*' = 5y56o,ia , ^'sin a^ cos 2* = — 68400,91 ^ 

P == 117961,05, 

de plus 

JH-|iV+ip = 9209,35 
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en sorte que lê premier terme de la valeur de a* est 

= 0,0069706841 
le second terme = 0,0000032889 

le troisième = o,OQpooooo56 

donc ë^ = 0,0059739766. 

Mais l'aplatissement de la Terre, 

donc 

« = 0,0039914494 = ^j^. 

Concluons de là, que les mesures géodésiques de la France et du 
Pérou , adoptées par la Commission , donnent le rapport des axes 

ht 1 ^ 333 
a ^S^^ ^ 334- 

178. L'aplatissement étant une fois trouvé, on peut calculer la 
longueur du quart du méridien ainsi qu'il suit. 
La formule 

5=:^(i + 7i)*{ç^—^sina^+^sin 4^— ....}, 

en y disant U = loo' = 5 tt, devient, à cause de ^ = Q, Q étant 
alors le quart du méridien, 

on a d'ailleurs * 

^ =:— (i+7i)»\ç^— 5' sin ç cos * -H j sin 2^ cos^O 

— \^vci 5f) cos 3* 

ainsi , divisant ces deux équations Tune par l'autre , réduisant ca 
série, et s'arrêtant toujours aux termes en e^, il vient, à cause de 






^ 9 
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formule qui, étant préparée pour le calcul, se change en ceUe*ci: 



yoo'Ar" , 3.200/ . , 1 A • ^ j». iS.aoo 




sr'f" 



:]■ 



et qui est précisément la même que celle à laquelle M. Delambre est 
parvenu par une voie analogue (pag. 676, tom. II de la Base du Sys- 
tème métrique). Bien entendu que (p doit y être exprimée en grades. 
Lorsque^ est donné en toises, le quart du méridien est exprimé 
en pareilles unités. Pour l'avoir en lignes, il faut le multiplier 
par 864; et puisque le mètre /t en est la lomillionnième partie, on a, 
en rétablissant la notation primitive. 

Dans cette expression , {H' — Jï), qui est l'amplitude de l'arc ^, 
doit être réduite en^ parties du rayon (art. 91) , puisque tt y dé- 
signe la demi - circonférence d'un cercle dont le rayon est l'unité. 
Mais à cause de e* = 2a — a* (art. 170), on a, en fonction de l'apla- 
tissement, 



i5 ^ sin a(//' — H) c es 2(fl^ + Jln 

alors Famplitude H' -^ H étant exprimée en secondes de degrés 

f • I, ^ J A^ 0,0000432^ 

sexagesunaux , Ion a, a cause de C= . ,, — , 

log C= 1,4470587,5. 

Un autre arc^' donnerait une autre valeur de ju; ainsi, la combi- 
naison de ces deux valeurs fournirait l'aplatissement a et le mètre ^t. 
C'est de cette manière que M. De!ambre a procédé en pareille cir- 
constance {Base du Système métrique, toai. 3, pag. 102). 
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Le milieu du grand arc du. méridien, mesuré en France, tombant 
à peu près à la latitude de 45'', il s'ensuit que la détermination du 
mètre est presque indépendante de l'aplatissement. En effet , peu 
s'en faut que H'+Ifne soit de go', et que par conséquent cos {H*+H) 
ne soit nul. 

17g. Supposons^ pour seconde application, que l'on veuille cal- 
culer la valeur de Q , en partant des mesures exécutées en France , 

et prenant pour aplatissement a = ^, trouvé ci-dessus, auquel cas 

A* cet 

c»s=i — ^= ç^ = o,oo597o58, et log c*= 7,776632895 on aura 

• • 

le i«' terme sous la parenthèse ^±3 1,000000000 

le 3« terme = 0,00000819a 

le 4* = o,ooooooo55 

Souune. • . . 1,000008227 

et le 2« terme = — 0,000187349 

Ainsi le fac teur sous la parenth. = 0,999820878=1 — 0,000179122} 

et comme ^ = 55i584',72, tp = 10^,748663 , il s'ensuit que 

Q = 5i3o739',6952 , ou en nombre rond, Q = 5i 50740'. 

C'est ce résultat même que la Commission des poids et mesures a 
obtenu ; ainsi le mètre , qui est la looooooo'*"* partie du quart du méri- 
dien , = 443"',296. Cette longueur du mètre définitif est en effet 
celle qui est consacrée par les lois françaises : cependant, les derniers 
résultats de M. Delambre difierent un peu de ceux de la Commission ; 
puisque, selon ce célèbre astronome, il résulte de la combinaison 
qu'il a faite lui-même des arcs de méridien mesurés à l'équateur et 

en France, que l'aplatissement de la Terre est g^ au lieu de 5^. Les 

raisons qui l'ont engagé à modifier les élémens de» calculs précédons, 
se trouvent exposées dans le troisième volume de la Base du Système 
métrique, page 112 : elles résultent d'une révision sévère des calculs 
de Tare mesuré par Bouguer et Lacondamine, et de ceux de l'arc 
compris entre Dunkerque et Barcelonne. Quoi qu'il en soit , c'est 
toujours au mètre légal, qui est représenté par une règle de platine 
soumise à la température de la glace fondante, et dont la valeur est 



t 
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de 445%396 de la toise du Pérou, prise à i5* du thermomètre de 
Réaumur, que Ton doit rapporter toutes les mesures géodésiques. 

i8o. Voici les élémens définitifs dont M. Delambre a fait usage 
pour déterminer l'aplatissement de la Terre, le mètre et le quart du 
méridien. 

L'arc à Téquateur réduit à l'horizon de la mer , d'après les mesures 
de Bouguer et de Lacondamine .^' = 176877' 

Lat. bor. , d'après ces deux académiciens.. . A' = + a* l'3i" 

Latitude australe, idem A = — 5** 4'5a". 

L'arc de France, par MM. Delambre et Méchain, réduit de même 

à l'horizon de la mer ^' = 56i585',6 

Latitude de Dunkerque .fif' = 5i* 2' 9'',2 

Latitude de Montjoui (par un milieu). . . -éT = 4i*'ai'46",58. 

Appliquant ces données à la dernière formule de l'art. 178, on 
trouve, en calculant chaque terme séparément à l'aide des loga- 
rithmes à 7 décimales : 

Par les opérations du Pérou , 

fjL c= 44i"Si855 + 66o',5a46ût + 9o8',5oo5a*; 

Par celles de France, 

fji = 443%4i34 — 27 ,70669a + 594 ,2950**; 
de là * 

a = 0,00323745 — o,747i4o5flt* = 0,0032296 = 5- — ^, 

au lieu de g-jg-g que M. Delambre avait trouvé, par suite d'une pe- 
tite erreur qui s'était glissée dans sa formule; 
et A6 = 445',328o32 = o',5i3iiii,4 

D'après la commission (art. 179) . . o ,5 1 30740,0 

Différence 57i,4; 

le quart du méridien est donc de 371 toises plus grand que par les 
premiers calculs. Celte manière de procéder est plus simple que celle 
de l'art. 177. 

Les motifs qui oflt déterminé à déduire l'aplatissement de la Terre 
et le mètre, de la comparaison des arcs de méridien mesurés en 
France et au Pérou, sont fondés sur ce que ces arcs réunissent, sous 
le rapport de rcxaclitudc, toutes les conditions requises, et que 
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leur éloignement rend en outre leur difierence de courbure plus 
sensible. 

1 81 . Maintenant, de Téquation Q = — (i + n)* ç . 7 9r, tt étant 

toujours la demi-circonférence d'un cercle ayant l'unité pour rayon, 
Ton tire ^ aO 

mais ( art. 173 et 176) 

"=7 + 4"*-^' «-4+4^% î=i + l6(4 + 4> 
en se borjiant aux termes de Tordre e^ ; partant 

et 

'' rV^ 4* 64^ a56^-;—Vi,^ 5* T6* 35*/' 

puis prenant les logarithmes de part et d'autre , 

log i = Iog^-JlfQ«H-^«-+^«3), 

formules dans lesquelles log ilf = 9, 6377843. 
Si Ton fait Q =; j oooocoo""', on aura 

log ^ = 6, 8o388 oia3o, 

et si Ton emploie l'aplatissement ^, on aura 

a = 6375739"', log. a = 6,8o453 0607, 
b = 6366649", log. A = 6,8o32a 8274; 
par suite 

log / = 6,803877927 — 0,00195 3348o ces 2\ 

+ 0,00000 i<k643 cos 4A 

— 0,00000 000x^4 cos 6A, 
log N = 6,8o5i8ii363 — o,ooo65 11160 cos 2\ 

+ 0,00000 o488i cos 4a 

— 0,00000 000048 cos 6a, 
log r = 6,8o388o856 4- o,ooo65 iiïSi cos 2A 

-— 0,00000 i4642 cos 4A 
+ 0,00000 000328 cos 6a. 
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Pour l'aplatissement « = ^TSs =OjOo3a4, M.Delambre atrouTé 

log a ss 6 ,8o468 59646 , 
log b = 6,8o3i7 4566a, 

log 5 = 9 >99859 06016. 

Dans la même hypothèse, un arc s y commençant à réquateur et 
terminé à la latitude iST exprimée en grades, a pour expression 

s = looooo*, JST — i5494",94 sin 2ff + i5"',7i sin 4ff 

— o^,oa sin G-ÉTj 

puisque , par ce qui précède , on a en général 



+^(..+..)'jiffi 



35 3 sin BjETI* 



Si au contraire la latitude est exprimée en degrés, on a 
s= iiiiii",iiiii.i5r — i54g4",94sin 2H+ i5'",7i $in4J5r 

— o",oa 8in6J5r. 

183. Lorsque J? vaut un quadrant, on a ^= Q; dans ce cas, l'ex- 
pression analytique de Q, trouvée à l'art. 181, se développe en une 
série régulière et très remarquable, comme nous allons le faire voir. 

D'abord à cause de 



on a 



mais (art. 173) 

^ ^ 4" " ^ 4*. 8» " ^ 4*.8».ia' '^ 

j^ 3.5.7.9.11 . i3. i5. 17 , 
■^ 4'.8'.iaVi6î '^ ••• 

Par conséquent, 
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et enfin 

Lorsque è= o^ on a ^ sss — j— =: i, /i = j;;;^-^, et Q =:aj 

partant 

aj/fl 1 1.5.5 1.3.5 .7.3 1.5.5.7.9.11.15 

ir — ^ ^ 4».8» 4».8*.ia^ 4*.8*.ia*.iG» * * * '^ 

C'est aussi ce que Ton trouve à Paîde d'une valeur générale du quart 
d'ellipse , donnée par M. Legendre dans les Mémoires de V^ca- 
demie des Sciences^ pour l'année 1786. 

• 

i85. La méthode par laquelle je suis parvenu à réduire en séries 
procédant suivant les multiples des cosinus de la latitude , les loga- 
rithmes des diverses lignes du sphéroïde terrestre, est sur-tout usitée 
en Astronomie, et dans tous les cas où elle peut rendre les intégra- 
tions plus faciles, ou bien lorsque Ton veut calculer les termes d'une 
série convergente, indépendamment des tables de logarithmes. Mais 
l'emploi de ces tables permet de dévdopper tout simplement les 

fonctions — — ^ etlog (i + 7i cos zfy en séries procédant sui- 

(i + n cos *)'* 

vaut les puissances des cosinus de l'angle z; parce que l'évaluation 
de leurs termes ne se &it pas avec moins d'exactitude. On pourrait, 
par exemple, calculer la valeur du logarithme de la normale Nf 
au moyen de la série suivante : 

log N=^ log a + i log (1 .+7i) 

— ^ ilf ^71 cos aiST -— — cos* a JST + ~ cos' 2H —-..A 

ou même de cette autre 
log iV" = log a + i M(e^ sîn- J5r+ ^ sin^ ^+ ^sin* H +. . .), 

qui dérive de l'une des équations (4) de l'art. 167. On aurait par le 
même procédé, 

log / = log a + log (1 — e") 

+ 1 ilf (ô* sin* J5r.+ J sin* Jï + ~ sin* H^. . .). 

Cependant, il importe, dans la pratique, de choisir parmi les séries 
d'une même expression, celles qui convergent le plus rapidement. 
1. 56 
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CHAPITRE XIV. 

Continuation de la reaherche des expressions ancdytiques 
des divenes lignes du sphéroïde terrestre. 

m 
I 

i84. yJs s'est proposé, à Fart 177, d'exprimer un arc d'ellipse en 
fonction des latitudes de ses extrémités; mais, dans la pratique de 
la Géodésie, il est quelquefôid plus c6ttmiode, lorsque cet arc a une 
petite amplitude, de l'avoir en fonction de son rayon de courbure. 
Soit ^ un arc du méridien , U son amplitude, H la latitude de 
son extrémité sud, et / son rayon de courbure au même point i on a 
en général, par le théorème deMaclaurin, 

les valeurs des coeffîciens différentiels étant déterminées pour le 
cas où {/sso.Mais par l'art. 170, (t^= — ^ / » ss / : si 

donc Ton calcule les coeffîciens dififérentiels suivans, en ne conser- 
vant que les termes en ^', on trouvera aisément 



a a. 3. 4 ^ 1— e*ain*fl 



• ••a 



série régulière et qu'on pourrait continuer à volonté. Or, il est 
remarquable que tous les termes en (/', 17^, W.. . forment cette 
suite : 

fr—'^ti . si"2^ r (a^y (°^^)V i C^^)' "7 

^ '~5a'^"i — e*sin^//L a a.3.4^a.3.4.5.6 ""• ' ' J^ 

tandis que les termes enV\ U^, W . . . forment celle-ci : 

^ a a*'(i— e^ain'Z/jLfl.S^ a.3.4. 5 "*- a. 3.4.5. S.7 ~' •Jî 
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ainsi, en négligeant les termes en a^, on a 

/>^=|^/8inaJ5r[i — cosaCT], ;^'=|e*/cosa£r[al7— -sinaCTIj 
et partant, sous forme finie, 

^=sfU+ f ^ /» [sin 2H (1 — cos aCO + cos 2ff (2U — sin 2U)] 
= /Cr+ï ^* / [sin aZT— sin a(i5r+ iT) + ai/ cos 2II]. 



Mais si ^et ^sont les latitudes des extrenodtes de^,on a lA=zff' — If^ 
et par conséquent 

A:=^f(fl^^E) [1 + ^ ^* cos 2U^\e ^'°^co«^g^ + g)J 

D'ailleurs 

sin(i5r'-i5r) = i7(i-^+.-), 



cos(^'—J5r)ï=(i—~4--. •)' = !— -^... 






ainsi, on a définitivement, en prenant IF — iST en degrés sexagé- 
simaux, 

c'est aussi ce que donnerait, avec un peu d'attention, la' 3* formule 
de l'art. 177. Il est évident qu'il faudrait substituer aco* à la place 
de 180*, si les latitudes étaient exprimées en grades. 

Faisant U-^^ i**, et de plus e = sin /, ce qui est permis, puisque 
e est une fraction moindre que l'unité; la série (I) ou la formule 
précédente donnera assez exactement , pour l'arc ilf d'un degré du 
méridien , 

(m) i»f = -r '^'"''"'^ ..s (1 4- 2 t£î ^°g' Jsiû 2H\ 

TT étant le rapport de la circonférence op, diamètre. Si H .désignait 
la latitude de l'extrémité nord, il fendrait prendre -Z- Qégalivement. 

On déduit quelquefois l'excentricité de la Terre de la mesuré f^e 
deux degrés ifef, jk' de méridien, dont les latitudes ni6yeAfecs dif- 
fèrent entre elles sensiblement; mais à la formule usitée alors, on 
peut substituer la suivante, qui est plus exacte. Soient // et /i' les 
latitudes boréales de leurs wtrémités sud; on aura, en vertu de la 
formule {m) combinée avec son analogue, 
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-f 



ain'Zsss 



Supprimez, dans le dénominateur, les termes en ^ , et considérez 
JST, H' comme des latitudes moyennes, vous aurez la formule con- 
nue. Lorsque, dans notre hypothèse, H est la latitude de l'extré- 
mité nord de Jtf, on prend sin aiSr négativement : même obsenration 
pour H*. 

Sin I étant trouvé, on a 6ss^in i, et par suite, aplatissement 

a =: 1 — y/i — é = asin* ^ I. 

i85. La méthode employée ci-dessus, pour développer un arc en 
série ordonnée suivant les puissances de son amplitude, s'applique 
également au problème inverse. En effet, on a généralement 

mais 

1 



W/ a(i— c*) — ^î 



cherchant donc les autres coefiiciens différentiels, et ne conservant 
que les termes en a* j puis faisant attention que e* t; s tang* i , et 

que iV = /' = r ? on obtiendra 

(i — e'sm^jy)» 

(II) £r=:- — ^ tang'/sinafl^.^ ~^.^ tang-Jcos a-ÉT.^. 

^ â'7^ tang^/sin afl^-^/ + • • • î 

série encore régulière, et dont la loi des termes est en évidence. Ja* 
mais , dans la pratique , on n'a besoin de tenir compte du quatrième 
terme. 

Si Ton bornait la série au terme en ^^, et que l'on conservât la 
quatrième puissance de l'excentricité, on trouverait 



(III) i7=^_52^'î«^. 
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xnais comme, par cette formule, l'amplitude {/serait donnée en parties 
de l'unité, il faudrait^ pour l'avoir en grades, multiplier tous les termes 

du second membre par ^,^ ayant la même signification que ci- 
dessus. 

186. Jusqu'à présent nous n'avons considéré que le rayon de cour- 
bure de l'ellipse génératrice de l'ellipsoïde de révolution : occupons- 
nous de la recherche de celui d'une section&itedansce corps, par un 
plan mené d'une manière quelconque suivant une des normales ; et , 
pour cet efiPet, désignons par x'^f' les coordonnées rectangles d'un 
point de la limite de cette seÈtion verticale; prenons pour axe 
des x' la normale à un point du méridien elliptique ayant H pour 
latitude ; plaçons Torigine des xf au point d'intersection du rayon de 
l'équateur et de la normale d®nt il s'agit; enfin, désignons par :x:,j^, z 
les coordonnées rectangles d'un point quelconque de l'ellipsoïde de 
révolution, de manière que le rayon a de l'équateur soit l'axe des Xy 
b celui du pôle l'axe des^, et la droite perpendiculaire au plan 
des xy l'axe des z. Cela posé, l'équation de l'ellipsoïde, rapportée au 

centre , sera 

(1) aY + *• (5:* + x") = a*6'; 

or, pour trouver en général l'équation de la section faite dans ce 
corps, il Êiut, comme l'on sait, substituer à x ^y, z les valeurs 

suivantes : 

fx = n 4-5c'cosjEr+j^'sin JSTcosfl,. 
y = x'sin^ — /cosiSTcosO, 
z =rysind, 

dans lesquelles est l'angle que le plan sécant Êiitavecle méridien x^, 
et n la distance du centre de l'ellipsoïde au point où la normale ren- 
contre le rayon de l'équateur (art. 167), auquel cas n = 7; 

(i — e*sm^H)* 

e désignant toujours le rapport de l'excentricité au demi-grand axe. 
Ces substitutions faites, on a un résultat de cette forme : 

(3) mx* + nf^ — /^x'y + çx' + ry' = 5 ; 

c'est l'équation à l'ellipse, ou celle de l'intersection cherchée. Il est 
facile de voir que l'on a 

!m=a^ sin* H+b* cos* If, 71 = 5*+(a*— 6*) cos*Jïcos* fl, 

p = a(a' — b*) sin jBTcos S cos fl> Ç = aui* cos iST, 
r =: a<6* sin B cos 9, ^ = (a*—»*) 6'. 
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Lorsque cette ellipse est perpendiculaire au méridien, on a 6 = jt 
et pour lors cos = o; circonstance qui réduit l'équation (5) à la 
suivante : 

(5) (a* sin* ff-^- b^ cos* JT)x" + a>i&» cos ^ . x' + &y • = (a» — n*) ^> 
et de laquelle, en faisant^ =o, l'on tire 

, —6% coi H± y^b^ (g* — O (a*gin*g4- fr* cos^g) + &Vcos' H 

Soient donc x^, , x'. ces deux racines, abstraction &ite de leurs signes; 
on trouvera , avec un peu d'attention , et après avoir mis pour ii sa 
valeur rapportée ci-dessus, 

(i_e*8m»i5r)«' * (1— é»sm»JÏ)i(i — e»cos*H)* 

la première racine est la normale If (art. 167), et la seconde racine, 
la partie opposée de la corde J^,x'.. 

Soient en outre a' le demi-grand axe de l'ellipse dont il s'agît, 
et b' son demi-petit axe; on aura 

a (i — «• tin* tf )» (i — e C08* H) 

Four trouver le demi-grand axe, on chassera le second terme en jc' 

de l'équation (5) , et cela en foisant %' = x"— a- aÏR-H+^cos^n ' ^^ 
cette manière on aura 

ou, pour abréger, 

7/zjc"^ + nf' = P. 

Mais à x" = o correspond y = a'; partant 

(i —6* sin» H)* (i — tî» C03* H)^ ^^^ ' 

Si au contraire on faisait y = o, on aurait x"= i', et Ton retom- 
berait sur la valeur du dcaii-axc trouvée ci-dessus, ou ce qui est de 
même, ou aurait 

"■ = o' ■ 
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Enfin, dési^aant par tl l'excentricité de cette même ellipse, on atira 

^ ï?î~ "" m » 

et à caose des valeurs précédentes, 

.. «• sin* H 

S **— .^— — — — — — — 

i — e*C06*£r 

187. Maintenant, pour avoir Texpression générale du rayon jf! de 
courbure de la section que Ton considère, quelle que soit d'ailleurs 
la valeur de l'angle 6, nous ferons usage de la formule connue, 
savoir ; / 

dans laquelle la différentielle df est constante; et pour introduire 

ici les valeurs de j^ et -^^ nous différencierons deux fois de suite 

réquation ( 5 ); mais comme nous avons en vue de trouver le rayon 
de courbure à Torigioe de la normale à l'ellipse du méridien, nous 
ferons alors f ^=s^o dans le résultat de la diJOTérenciation , en sorte 
qu'il viendra 

et puisque la section est Ëiite suivant cette normale, on a (art 167) 

5c'=: m r=iV^'. 

Il résulte de là et des relations (4 ), que la quantité r— px'=o; 
donc quand le rayon de courbure cherché coïncide avec la normale 
à l'ellipse du méridien, on a simplement 

Remplaçant maintenant ttz, 9, /i, ^ par leurs valeurs précédentes, 
on a , pour une section verticale quelconque , 



(6) R 



(i — e» sin* H) » [*» + (a* — 4*) coi* H cos* êj 
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Soient / et / le rayon de courbure du méridien et celui de Tare 
perpendiculaire au même point; on aura le premier en faisant 0=0, 
et le second en faisant =^ loo' : ainsi, comme Ton sait d'ailleurs, les 
rayons de plus petite et de plus grande courbure de la Terre sont 



■î, /' 



a(i— c»iin»^)» (1 — c»8in«iï)* 

On voit par là , que la valeur de /' est égale à celle de la normale N 
(art. 167). 

Afin de donner à l'expression ( 6 ) une forme sjrmétrique et dé- 
pendante de /, /', on pourra d'abord écrire 

ff _ <l^ {b^ 

et mettre b* sin* 8 + £* cos* au lieu de 6* ; ce qui donnera 



R 



a* cos* * (i — c* sin* i/) + 6* ain* ê 



a cos* I . 6* 5in* ê 



a(i —e'sm'jy)* j + . « I 

L.(i — e* sin» iT)» a(i — «•sm»JÏ)»J 

enfin , 

(7; -^f = ç sin» I + ^' cos» f 

Tel est le résultat auquel Euler estparyenu le premier, par une 
autre méthode analytique. II exprime une propriété remarquable de 
l'ellipsoïde de révolution ; mais cette propriété , commune aux sur- 
faces courbes eu général {yoy. la théorie des osculations de ces sur 
faces, Calcul différentiel Aç^^. Lacroix, tom. I^pag. 37 a, »• édit), 
se démontre très directement, par l'analyse précédente. 

j88. Une ligne géodésique menée dans une direction quelconque, 
se confondant sensiblement, dans une étendue de plusieurs degrés, 
avec la section verticale correspondante, ainsi qu'on le prouverait 
à l'aide des formules que nous donnerons par la suite , il s'ensuit 
que l'arc d'un degré d'une section perpendiculaire au méridien, peut 
être pris pour l'arc de plus courte distance ayant même amplitude et 
même direction. Cela posé, si l'on désigne par /?, Jif et P le degré 
oblique, le degré du méridien et celui qui lui est perpendiculaire , on 
pourra, dans l'expression (7), remplacer -R, /et / par J9, Jtf et P, 



UYRE TROISIÈME. 989 

puisque les arcs semblables sont entre eux comme Içurs rayons; on 
aura donc 

M.P M 



D 



»— (^— p— )»in'» 



ou réduisant en série^ et n'en conservant que les deux premiers 
termes, il viendra 

(8) D = itf (1 + ^^^sin- fl). 

Quoique cette formule ne soit qu'approximative , puisque les arcs 
J9, Mf P, en vertu de la propriété des rayons de courbure, de- 
vraient être infiniment petits , cependant c'est ce qu'on peut proposer 
de mieux pour la pratique. Pour en faire usage, il faudrait connaître 
M et P. Or, nous avons déjà donné ifef en fonction de son rayon dé 
courbure (art. i84) : cherchons à exprimer F d'une manière sem-r 
blable.Dans cette vue, remarquons que si, dans la série (I) (art,cité% 
on suppose jfifss go*, alors U sera négative, / = /, et Ton aura 
simplement 

M=^f'U^\e'flP 

Mais, par l'art. 186, l'origine d'un arc P" perpendiculaire au méridien 
est Textrémité du petit axe de cet arc elliptique; ainsi, à cause de 

f ' = ^ r> et parce que e* se change en e'* , on a en général 

(i— c*8in»F)î 

Or, à la latitude de 4g*, qui est à peu près celle de Paris, pour une 
amplitude £/"de 5* et un aplatissement de 7^0 > le second terme de 
cette valeur serait de a4" environ, tandis que le troisième terme 
n'irait pas à un décimètre ; on a donc la longueur du premier degré 

de l'arc P' censé mesuré, en prenant la valeur de -4- / de l'exprès- 

sion précédente. Soit P cette valeur ; alors 



180(1 — e*8iû«£r)» 

Maintenant si l'on suppose que les longueurs Jtf et P d'un degré du 
méridien et d'un degré perpendiculaire à la même latitude H^ soien 
I. - 57 
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connaeS) on pourra ^.par la combinaison des fbnimtM (m) et (jo), 
déterminer rexcentricité de la Terre. En effet, on tire de' ces deux 
formules, et à cause de ^ = sin* J. 

M P 

par suite , 

M sin' J+ Jfcfcos* / — M sin* J sia* H 

= P cos*I+^^P8in«/sin aiST j 
enfin, à cause de^ =±= i à très peu près, on a 



tang»/ 



"ifcos-H(i-^.^tan6fly 

OU bien 

^^^^ tang* Icos« iSr — I jjj tang* /sin aJST. 

Mais le second terme de cette expression est évidemment très petit ; 
si on le négligeait, on aurait la relation —jg— ==ï tang' I cos* JSj 

donnée par M. Delamfare, dans la Connaissance des Tems pour 
l'année i8i8, pag. aôa. Toutefois, il parait convenable de conserver 
ce terme. TangJ étant trouvée par ce moyen , on aura e= sin J , et 
par suite, aplatissement a = asin* 7/, comme nous l'avons déjà dit 
(art. i84).Dans toutes ces formules, vr désigne la demi-circonférence 
d'un cercle dont le rayon est l'unité. Bien entendu que si jfiT était la 
latitude de Textrémité nord de AT, il Ëiudrait, dans la dernière for- 
mule ci-dessus, faire -^négatif. 

Si au lieu de connaître P, on connaissait l'arc n d'un degré du 
parallèle à la même latitude, il est facile de s'assurer qu'on aurait 

== Tî et par conseouent — 7i = P. 

i8o(i— e^sin'iï)» ^ ^ cas H 

Nous pouvons actuellement donner à la relation (7) une forme toute 
nouvelle ; il suffit pour cela de remplacer M par sa valeur (/n), et de 

faire attention que ^~L— ?^Z^,^^ T^^ ^^^^ P^^ P^^^î ^^ 
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aura en consériaeDce 

(d) 27 = ^ (i +~tang- Jsîn aJ5rcos*fl+tang»Ico8* JTsîn-fl). 

189. Il est utile de connaître en général la différence des normales 
Ny N' correspondantes aux latitudes JST, H\ Pour Ta voir en série 
développée suivant les puissances de JST' —^ iST = AiST, soit 

« 
y*étant le signe d'une fonction quelconque; on aura, par le théorème 
de Maclaurin, 

les valeurs des coefliciens différentiels étant prises pour le point où 
Aff = G. Or, on a 

A^' s= a[i + i 6* sîn- Jï'+M e* sin* JST' + etc.. . .] î 

et si Ton fait attention qu'au point où ^ s= JST, on a JV^' 3= y^ les 
coefficiens différentiels, pris dans cette hypothèse , seront 

(j^)==ar^smJycosi5r+i.5e*sin*fl'cosi5r...], 

Mais à cause de ^ = a» -*-^ft*| et étant le rapport de l'aplatissement 
de la Terre au demi-grand axe, ii s'ensuit que e* est de l'ordre de 
cet aplatissement, comme nous l'avons déjà fait observer (art. 170). 
Si donc Alf est de cet ordre , et qu'on rejette les termes supérieurs 
au troisième ordre, on aura 

Çn) N'—N^iae^sm2ff.{i+le*sm*Jff)AH'+laÉ'cos2H.£iff% 

ou en se bornant au terme du second ordre, ainsi que cela est sou- 
vent permis dans la pratique, 

(n') N'-^N=^i ae^AH sin aJGT. 
Il est à remarquer que quand JGT < JST, la différence A^est négative , 
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ainsi , pour avoir égard à cette circonstaDce , il faudrait, dans la 
série (/i), changer le signe des ternies où ùM est affectée d'une puis- 
sance impaire. 

igo. Voici encore quelques conséquences de la théorie précé- 
dente. 

Soit S la longueur d'un arc exprimé en grades, et faisant partie 
d'un paralièie quelconque mené par un point dont la latitude est H-y 
on aura, en désignant par x le rajon de ce parallèle, et par U son 
amplitude exprimée en grades, 

V 



puis mettant pour x, sa valeur donnée à l'art 167, il viendra 
^_ g>racosg ^ ^ ^^ j^ ^_j^g ^jj cos 10 +log F. 

400(1 —eAsk^Hy 
Il est d'abord évident que le Ëicteur ^"^ r = F^ 

400(1 — e»8m*JE0» 

pour logarithme 

log F=^ log ï T — a H-loga — \ log(x — «•sin* iSr)^ 

mais à cause de 

looooooo* ^^ / I i ^ I 7 ^ t '5 A 

l'on a 

log 0= 7 — log 1 9r H-log (1 +itf'+^tf«-*-î^ e»), 

et par suite , en développant en séries les logarithmes indiqués , il 
vient 

log F= 5 

. 4.ijf[(ic.4.^c4+^^e«)-i(ie'+Âc<+...)'H-î(i«'H— )*] 
•+-\M^e^ sin* H+ i e* siu*-Ér+ \ c»sin*Zr+...]; 

ilf étant toujours le module des tables, ou 0,4343944819. 

Si en outre on développe les puissances indiquées , et qu'on ré- 
duise , on trouvera 

log /?-= 5 -h ^ a «• + ^ e* + T^T ^*) 

r^M{i e» sin' iï" + ^ e* sin* H-{- 1 e* sin* ff) j 
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puis 8i l'on change les puissances des sinus en cosinus d'arcs mul- 
tiples (art 91)^ on aura 

— ^TTÎ ^* cos 6È'^ 

enfin, en supposant e^5=^^, Il viendra 

log F = 5,ooi3oioa3 — o,ooo65iii6o cos aiST 

+ o,oooooo488i cos 4£r 
— o,ooooooooo48 cos 6ff. 

On obtiendrait aisément une vérification de cette formule , lorsr 
que j£r =s o; car dans ce cas, log i^ se réduit à 

log 9r H- log a — log aoo = 5;Ooo65o385y 

et Ton sait que 

log TT = 0,49714 9875 

log a = 6,8o455 o5o8 

c.logaoo s=s 7,69897 ooo4 

5,00065 o385j 

les deux membres de l'équation précédente sont donc identiques. 

Si l'on prend les différences finies de cette équation, que l'on fasse 
Aff= 0^,10, que If et Jff' soient deux latitudes consécutives, et 
que Ton se rappelle qu'en général 

cosAtJÏ — cos Aiiï' = asin ^ (iï' — iï) sin J (iï' + Jy), 
l'expression 

A log jP= -+• o,ooo65i 1 160 (cos afl[ — cos aJST' ) 
— 0,0000004881 (cos 4£r — cos 4ff'), 

deviendra, à cause de JET' — J5r= ^ff = 0^,1, 

Alogi^=+o,ooo65 11160 X o,oo3i4 i6sin(-Ér+-Ér) 
— 0,00000 o488i X o,oo6a8 32 sin 2{ff+H') 
=; 0,00000 ao455sin(i5H-iï')— 0,00000 000307 sin a(i5r+i5r)* 
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Développons, par un procédé analogue, la Taleor de S d-^easns, 
et pour avoir l'expression du grade de longitude , Êdsons J7s=s ir; 
on aura 

if de longitude = ï ^^^ ^ : 

100(1 — e*8in*£r)» 

mettant au lieu de a, sa valeur donnée plus haut, il viendra 

., .. , loooooco^.Ci + le* + «- •) CQs H 

l' longitude = ^ ■ - . r 

"oo (i— e««n»fl)» 

= looooo- (1 +^tf*+^V*+i!^e*) cos Zr 

X (i+ie*8in*jy+l.|e<sin*i5r+i.|.f e*sin«J5r) 
= 1 00000" [( 1 + i e* + ^ ^ + TsV ^*) c os isr 

+a^+î^+7Î8i?*)Mn-J5rco»J5r 

ensuite n'employant que des cosinus d'arcs multiples ^ on aura 

l' longitude = 100000 (1 + i e* + 7'^ ^ -H tô^ O ^^ ^ 

— 100000 (i e^-hTTB^+i^h ^') c^s 3^ 
+ 100000 (tJç e* + y|— e*) cos 5iBr 
— 100000 (tAt^*) cos fjff 
= iooaa4%8874 cos If — 75*,io29 ces Zff 
+ o",o844 cos 5Zr— o",oooi cos fjlf. 

Cette formule se vérifie comme la précédente, en faisant JSTsr o; 
car alors le second membre devient = iooi49",8688 , et c'est 
précisément ce que donne le premier membre , qui se réduit à 

iooooo'"(i 4-^e* + ^^ + r^O , et qui exprime la valeur da 
grade de l'équateur terrestre. 
En prenant les différences finies, et Élisant AJJs: 6^,10, on aura 

A . grade longit. = i57"',433o sin i {ff+H')-^ o-,5539 sin | {ff+lT) 

+o-,ooo66sin|(:£r+Jff'}. 

Ces formules serviraient à vérifier les nombres de la table VII j mais 
pour qu'il y eût accord parfait, il faudrait introduire dans les séries 
ci-dessus l'aplatissement yjj au lieu de jj^ que nous avons employé. 
On assujétirait à ce dernier aplatissement, les logarithmes insérés 
dans la seconde colonne de la table, en les augmentant tous de 
o,ooooo4o. 



LIVRE TROISIÈME. agg 

191. De la valeur générale de Sj donnée à Part 181, Ton tire, 
entre les limites :£f, IH^ et en supposante ssrjf^, 

s = looootf* (^— ^) — a8633-,646 sin {H' — H) cos (H' + //) 

4- ae*,83o sin 2{H' — H) cos 2{H' + //) 
— o-,o3i i4 sin 5{I£' — j»^) cos 3(^' + ^); 

par conséquent, lorsque I{'^=:lf+ iS et que G désigne le grade 
de latitude , on a 
!•. Pour l'aplatissement jjy , 

G = looooo* — . 44^,75a5 cos (J5r+i5r)+o* 84a755 cos a(^+£r) 

— o-,ooi467 cos SC^T+fl^'); 
a*. Pour l'aplatissement y^VjT) 

G = 100000-— 486%763o8 cos (Zr+iy')+o-,987i38 cos a(^+^') 

— o-,ooi 860 cos 5I1Ï+JÏ'). 

En supposant au contraire les latitudes exprimées en degrés 
sexagésimaux^ on aurait, dans les deux hypothèses ci-dessus d'apla-* 
tissement, 

2? = 1 1 1 1 1 i*,i 1 1 1— 499* 7a5 cos(ir+-Ér')+o",93645 cos fi(ff+ff') 

— o*,ooi63ocos3(jy+^'), 
J3==iiiiii- 1111— 54o-,«48cos(iï4-iï')4-i%o9682 cos a(J^^ 

',ooao67cos3(i5r+jy'3- 



Les dififêrences premières des degrés décimaux sont donc 

AG = i4*,ia88sina£r— oV5a94sin4J5r' + o*,oooi4sîn6fl^, 
AG s= 1 S^jagi 5 sin aiST' — o*,o6aoi sin 4i5r' + o^^oooi 8 sin GJST, 

et celles des degrés sexagésimaux 

AZ? = 1 7",443 sin a JST — o",o6536 sin ^H' + o« 0001 7 sin 6^, 
A27 = i8-,878 sin aJST — o-,07656 sin 4^' + o- oooaa sin 6ff'. 

J^oyeZy pour de plus amples détails, le troisième volume de la Base 
du Système métrique , page 197, d'où les résultats précédens sont 
extraits en partie. On remarquera que j'ai eu soin cependant de 
rectifier les coeffîciens numériques qui se trouvaient fautife. 
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CHAPITRE XV. 

Calculs des latitudes, longitudes et azimuts des objets 

terrestres. 

iga. JLous les sommets des triangles d'un réseau sont telUment 
liés entre eux, que si la position géographique de Tun d'eux était 
connue, c'est-à-dire sa latitude et sa longitude, et que la ligne géo- 
désique qui joint ce sommet à un autre du réseau fût orientée, la 
position géographique de tous les points de ce réseau, et les azimuts 
des côtés seraient également connus. Le problème à résoudre en ce 
moment est donc celui-ci : La latitude et la longitude du point M (fîg. 
4o) étant données, ainsi que l'azimut du point M' sur l'horizon de if, 
trouver tant la latitude et la longitude de ce second point , que l'azi- 
mut de ilf sur l'horizon de 3f., 

Avant que les méthodes géodésiques eussent été portées au degré 
de perfection où elles se trouvent maintenant , les géographes résol- 
vaient cette question par la Trigonométrie sphérique seulement, 
en prenant pour rayon de la Terre , celui qui résulte du degré moyen 
dans la région du réseau. On conçoit en effet que si , par les points 
AT, M' , on mène les méridiens PM^ PAf, le point P sera le pôle de 
la Terre, et que dans le triangle sphérique MSfP l'on connaîtra 
l'angle MMP ou l'azimut de M\ ainsi que deux côtés, savoir: 
MM' ou un côté du réseau évalué en secondes (art. i5o ), et PM 
ou le complément de la latitude de M. On pourrait donc par les 
Analogies de Néper , déterminer l'angle MM'P, ou l'azimut du point 
M sur l'horizon de M , langle P ou la diflerence des méridiens, enfin 
le côté M'P ou le complément de la latitude de M'^ mais par ce 
moyen , l'on n'obtiendrait pas la latitude particulièrement avec assez 
de précision.Yoicl une autre méthode qui est de beaucoup préférable. 

1'*^ SOLWTION. 

L'hypothèse de la sphéricité de la Terre ne pouvant manquer de 
sittiplifîer la question, considérons une sphère d'un rayon égal à la 
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normale MN au point M donné sur la Terre elliptique , et les arcs de 
grand cercle pM, pM comme les méridiens de M et de M' sur la 
sphère fictive; puis calculons la position géographique du point ilT, 
en résolvant le triangle sphériquc pMM^ non par les formules finies 
de l'art. 78, lesquelles ne donneraient pas assez de précision dans la 
pratique, à cause de la petitesse de la ligne géodésique MM\ mais 
par les séries de l'art. g8 , qui ont une exactitude indéfinie. £n* 
suite 9 nous examinerons l'erreur qui résulte de notre supposition. 

Soit à cet effet H la latitude du point ATj H' celle du point AT; 
jP, P' les longitudes de ces mêmes points , ou les angles MPa , M'Pa ; 
enfin y^ f^ les inclinaisons de la ligne géodésique MM' = iST , ou 
de son prolongement sur les méridiens respectifs /? AT, j^W. On aiu'a, 
en transportant cette notation dans le triangle sphérique ^BC^ ré- 
solu à l'art. g8 , et en désignant par u le côté K réduit en parties 
du rayon , 

a = loo' — B', A — T^, 

h = 100^ — -H" , 5 ac aoc ~ V ^ 

cz^u, C ^ P' --^ P) 

de laies séries (III), (I), (II) |e changeront respectivement en ces 
trois autres, 

(<t) ff' = ff J^u cos /^— i u' sin* ^ tang ff, 

Kt'j * ■*■ ^^ cosL*^ coaH * 

(y) V = /^H- a sin /^tang ^ + u» sin ^cos T^. (i + tang* IT). 

Mais on est coli^nu, dans la pratique, de compter les azimuts et les 

longitudes du sud à l'ouest, et depuis o' jusqu'à 400^. Soit alors Z 

Tazimut de M' sur l'horizon de if, et Z' l'azimut de M sur l'horizon 

de M'j l'un et l'autre comptés à partir du sud^ on aura, d'après la 

figure 4o, 

^= 200 — ^, ^' = 4oo — Z'i 

ainsi les formules précédentes , dans lesquelles on supposera d'ail- 
leurs u réduit en secondes (art. 91), deviendront 

(/ÉfH'=sff^ucosZ-'\u*sini"am'ZUmgfft 

(b) F =P + ^J^^Lu^sin i"8inaZ. ^, 

^ ' ' co» H * CM a 

(c) Z'^ioo*+Z—mmZ tang H+ \ u* siu i" sin a^ (iH-atang'JT)- 

1. ^ 58 
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La latitude H^ étant trouvée à Taide de la praem^ fi)rmQle9 on 
peut s'en servir pour déterminer P' et Z' ; maïs il feut, dans ce cas, 
introduire JST daîns les valeurs de ces deux inconnues : or, c'est à 
quoi l'on parviendra tout d'abord; car d'une part, le triangle sphé- 
rique pMM! donnant 

/TV n\ sin u sin 2 

on a, à cause de la petitesse de u, 

d'autre part, dans le même triangle, l'on a, en vertu de l'art. 78, 

tang Ki«f + ^) = col i (P' - P) ^^i^:^j ; 
et puisque cot = -^ , on peut écrire 

= tang[i<i — i(M-i-M')]î 

mais i<» — ï {M '{■M') et P* — P étant toujours des angles très petits, 
on a simplement, à cause de M+ m'=:Z' — Z, 

195. Les formules (a), {b'), {cf) sont d'une très grande simplicité, 
aussi les ingénieurs-géographes en font-ils un fréquent usage. On 
remarquera cependant que la première ne donne -la latitude du 
point M que par approximation j car la véritable latitude cherchée 
est l'angle M'N'Q' que la normale M'N' sur le sphéroïde terrestre , 
considéré comme un ellipsoïde de révolution, fait avec le plan de 
Toquateur dont la trace sur le méridien PE est la droite CE\ au 
lieu que la latitude déterminée par la formule (a), est représentée 
par l'angle que l'oblique MN fait avec NQ ; N'Q' et NQ étant 
supposés deux plans parallèles à CE. La correction de latitude , que 
nous désignerons par 4? est donc l'angle N3fN\ puisque dans le 
triangle N'M'R l'angle extérieur MRÇjf = H' vaut la somme éfes 
' deux intérieurs opposés NMN\ M'N'Q. 

Afin d'évaluer 4 d'une manière suffisamment exacte, supposons 
que l'oblique M'N= MN^ ce qui est sensiblement vrai, à cause dç 
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la petitesse de la ligne géodésique if AT. Or, par Fart. 167 , 



a 



la normale J£V= jV=s j , et CJV=e' iVsin U; 

(I— e*ain»£0* 

d'ailleurs le triangle NM'N' donne 

8in NMlizsz sin -4/ = ^g?^ 

et comme CJY' = ^iVsîn ST à fort peu près , il s'ensuit que 



partant 

— ^ — j cos r — ~ — ^ cos \ir — 4)- 

Développant maintenant k second membre de cette équation , on 
obtient 

j cos { J cos H' 



tang4 = r7ff_iï' 



1 — ac*sm( 



\ A 



• Icos ( J sin H 



mais ne voulant ici tenir compte que des termes en e% on a, vu la 
petitesse de 4 9 

4 = a^« sîn(?^=l^) cos (~^) cos H'-, 

et disant = — , on a, à fort peu près, 

4 = e* LH cos* JSTj 

c'est cette quantité du second ordre qu'il £iut ôter de la latitude IT 
approchée , pour avoir la latitude exacte H^ , puisque //' = ZT, + 4 ; 
ou aura donc, au lieu delà formule (a), celle-ci : 

{a!) H,=^H^ {u co8ir+ iw» sin 1" sin*Ztang JST) (1 -f-e* cos* H). 

Dans toutes ces formules , 

u = — ^ — -r— -i ' 

asm 1 

19^. Nous venons de&ire à la formule de latitude, la correction 



\ 
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dépendante de Texcentricité des méridiens terrestres. Quant aui 
formules de longitude et d'azimut, désignées par {V) et {d\ elles s'em- 
ploient sans ibodification, parce que Paberration de sphéricité n'a 
sur elles aucune influence sensible. On voit en effet, que l'angle MpM 
des deux méridiens sphériques est le même que celui des deux mé-* 
ridiens elliptiques PM^ PM\ Mais de combien l'azimut pMM^ sur 
la Terre sphérique, c'est-à-dire l'angle des deux plans pM'N^ MMN^ 
diflfere-t-il de l'azimut PM'My sur la Terre elliptique, c'est-à-dir« 
de l'angle dièdre PN'M'Ml C'est ce qu'il faut chercher. 

Si l'on considère le point AT (fig. 4i) comme le centre d'une sphère, 
sa surface sera coupée par les trois plans MMN^ N'M'N^ MMN\ sui- 
vant le triangle sphérique aNm : or, dans ce triangle, on connaît l'angle 
aNm^ c'est l'azimut calculé. On connaît en outre l'arc JVro ou l'angle... 
N'M'N = 4 ) qui est la correction de latitude ; et à cause de l'angle 
MNW = u, on a , en considérant le triangle ilOTiV comme isoscèle, 

arc aN=^ i<î -— -; donc si f désigne la correction d'azimut, et «, 

Tazimut vrai compté du nord, on aura z, — Ç = aNm = azimut 
approché z' compté de même. Il résulte de là que dans le triangle 
sphérique aNirty on connaît deux côtés et l'angle compris, et qu'il 
s'agit de déterminer l'angle ou l'azimut vrai m!ma=iz^. Or, Nm^z-^^ 
étant très petit, la solution de ce problème se trouve dans la for- 
mule {y) ci-dessus. On a donc, à cause de mNaz=>7! compté du nord, 

z. = z' + 4 siu ^ t®"^ -■+-•-•? 

d'ailleurs 4 = ^" ^^ cos* JJ = e^ii cos Z cos* JSTj il en résulta 

z, = z'' + e^u sin z' côs Z cos* H tang - j 

ou enfin, parce que 2^ est un très petit arc, et que Z et 7I diffèrent 
peu l'un de l'autre, 

z^z^t! -\^\ €^u sin ^Z cos' H tang u. 

La correction d'azimut, représentée par le terme ^ e^ u tang u 
sin aZ cos* ffy et qui se trouve du troisième ordre, peut donc tou- 
jours se négliger. 

2« SOLUTION. 

>g5. Quoique les démonstrations des formules précédentes soient 



LIVRE TROISIÈME. Soi 

très élémentaires ) cependant ceux qui connaissent le Calcul diffe* 
rentiei préféreront sans doute la méthode suiyante, à cause de son 
élégance et de sa généralité^ et parce qu'elle conduit plus rapide- 
ûient aux mêmes résultats. 

Si Ton conserve la notation ci-dessus, et qu'on remarque que la 
latitude H' est nécessairement une fonction de l'arc K\ on aura gé- 
néralement, en supposant que S exprime la valeur de K réduite en 
parties du rayon 9 

^=/W, P-=^Ms\ f^'^MS)i 

f^f^A ^tant des. signes de fonctions indéterminées. Or, le point M 
étant l'origine de l'arc «S* = ^r^^ le théorème de Madaurin donnera 

en prenant pour valeurs des coefBciens difiTérentiels, celles qui s« 
rapportent au point o\iS=iO. La recherche de ces coefficiens est 
donc le fondement de la méthode actuelle. Voici comme on obtiendra 
leurs valeurs générales. 

Si dans le triangle sphérique u^i3C(fig. 4o), correspondant au 
triangle MM'p^ on suppose l'angle ^^ et le côté h constans, la relation 

sin J3 sin a s= sin & sin ^ 
différenciée, donnera 

Ung B 

Opérant de même sur l'équation 

cos a =: cos & cos c + sin & sin c cos Af 
on obtiendra, à cause de cette même équati<Mi, 

j • ^ j /cos h — cos a cos c\ 

aa sm a = OC [ : )> 

\ fin c / ' 

et par conséquent 

da:=dccosBi ^^j^ 
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■2^ = ^ .cos r'tang ^ H- -^ . jjjPg, 

= 8m ;^ C08 ;f^ tang» JET H- 2ÎSg^^' 

= sin ^' cos ^' (taiig» jy + --i^) 

= i sin a/^' (tang« -«T + sec' iT) 
= i sin a^' (atang» Jï' H- i); 

et de même pour les ordres supérieurs. Mais tous ces coefficiens 
devant, par ce qui précède, se rapporter au point où 5= o, on a 
de suite , en supprimant les accens , 

(S) = <^o» ^' (^) = —sin' /=^tang H, 
(^) = — 3sin* ^cos ^ Q H- tang* ^); 

\dS ) ~ ixaW \dS^ ) ~' coêH ' 

(S) =-^^^=S^^+^tang.^-^l^(ltang.^); 
(^) = sin ^tangfl-, (^^)=i8in2^(atang-^+i); 

(S^) = - 68in' r tang JST Q + i tang* ^) 

4- ôsin /^cos» /^tang jET (f + tang* ff) 
= 6sin ^cos* /^tang ^ (i + 1 tang" ^) 
— 68in f^ tang ^ (è + t tang* J^). 

Si l'on s'arrête aux quantités du second ordre , et que l'on compte les 
longitudes et les azimuts du sud à l'ouest, ce qui exige que l'on Ëisse 
/^ = 3oo — Z, et f^' =4oo — Z'f on retombera précisément sur 
les séries (a), (6), (c), en supposant d'ailleurs S réduit en secondes et 
représenté par u. 

. Pour faire à la première de ces formules la correction 4 , due à 
l'cllipticité de la Terre, nous remarquerons que le triangle NM'N' 
(fig. 4o) donne 

. , NI^' cos H, 

ou , sans erreur sensible , 



. , KN'coair 

sm 4 = — ^çT^r-j 
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car nous aroDS Tuci*dessus, que H^ ne diflfère de H' que d'une quan- 
tité du second ordre, et d'ailleurs on a à très peu prèsNjSf^^N'Jkr^ 
Or, par la propriété de Fellipse 

et si l'on suppose le point 3f plus méridional que le point M y qu'on 
fasse ff — ff'z=z Affy on aura 

^-^=-©^+^^- 

à cause que E^ augmente quand -ùlf diminue. 

D'ailleurs 

JEr= ^'""g , =ae>sin^(i+i^sin'J5rH"le^8in^g^+->>) 

==ae*sin^'+5^a^ sin' JST. . . , 
delà 

^j == ae* cos ff-^-ae* sin' H cos JST, 

et conséquemment, en s'arrétant aux termes du troisième ordre , 
£ — £* = a Pc» cos J? + ^ c* sia* JSr cos £r~j A^ + a«* sinJSr. ^. 
Il résulte de là que 

.„ t (E — ET) cos ff (£ — £') cos iT (I — i •• ain'H') 

Sm >j. — -^ 

(£— £r)coa(H — AH)li -je* sin* (g~ Ag)] 

Substituant pour £ — JET, sa valeur précédente , développant et 
négligeant les quantités du quatrième ordre , on aura 

sin 4 = (c» cos ^ 4- 1 e* sin* //cos H) cos (H— LH) . £^H 
+ ^smHcos{H^AH). A//* 

— i e* sin* /T cos /f cos (^— AH), AH 

= (e* cos* //+!«♦ sin* //ces* //) . A/f +| e* cos/f sin ^. A//» 

— i e^ sin* H cos* H ' AH 

= (e*cos*//+e*sin*//co5*//).A/fH-ie*sin //cos//. A//*. 
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Vu la petitesse de e^ et l'iDcertitude qui reste encore sur la vraie 
figure de la Terre , il est permis de rejeter de cette expression les 
termes du troisième ordre ; on a donc seulement, comme à Tart. i gS , 

sin 4 = ^ ^H cos' H^ ou bien 4 = e* ùkH cos* H. 

Nous n'avons poussé les développemens ci-dessus, au-delà des 
besoins, qu'afin d'être à même de pouvoir apprécier ce qu'on néglige 
en ne conservant que le premier terme , et d'indiquer au lecteur une 
des voies les plus directes pour retrouver plusieurs des foriaules de 
la Base du Système métrique données dans les deux premiers vo- 
lumes , et dont celles qui précèdent font partie. 

• 

196. La méthode que nous venons d'exposer, et par laquelle on 
détermine les positions géographiques des sommets des triangles , 
à l'aide des distances obliques, avait été proposée, dès 1787, par 
M. Legendre, dans un Mémoire sur les opérations géodésiques, im- 
primé parmi ceux de l'Académie royale des Sciences; et c'est celle 
que M. Delambre a principalement adoptée , à l'occasion de la nou- 
velle mesure d'un arc du méridien. Ces deux savans sont parvenus, 
chacun de leur côté, aux séries (a), (A), (c); mais M. Legendre, 
considérant en outre le cas où la ligne géodésique est perpendiculaire , 
a donné des formules qui dérivent des séries (A) , en y supposant 
^= 100^, et comptant les azimuts du nord. 

La première hypothèse introduite dans les coefficiens diflëren- 
tiels ^ donne d'abord 

U-^) = -tang^, (^t)=o, (^) = ^» 

(atang'/f-l-i); 

et les séries dont il s'agit donnent ensuite , en y mettant aoo' — z' 
pour V\ afin de compter l'azimut du point Jf du nord, 

JÏ' = JÏ— iiS^.tangiy, 

cod H 3 CO8 H ' 

z' = loC — .S tang ^+ i 5» tang jy (i+ tang* ^) 
^ loc -- 5. tang h: — \S^ tang iST {\-\-\ tang* H). 
I. 59 
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Mats lï n'étant que h latitude approchée du point M\^ &ut, d^apréa 
ce qai a été dit précédemment, avoir égard aa terme dépendant de 
Tapbtisaanent de la Terre. Alors, si, pour indiquer que la ligne 
géodésique £ est perpendiculaire au méridien de M^ on la désigne 

par/, on aura 4$=? ^^ et définitivement en secondes, 



f • 



réciproquement 

puis longitude 

OU bien 

azimut 

(c") 2' «= loo' - j^. tang fi-+ i 5^. tangiïQ+tûng»^); 

OU, si Ton connaît seulement //, 

(cjz'== loo'-^j^tang^. ~i^3^ 

Ces formules n'exigent que la recherche d'un très petit nombre 
de logarithmes, et ont toutes des élémens communs qui en rendent 
le calcul très rapide, comme on le verra par les exemples que nous 
donnerons bientôt. Elles servent sur-tout lorsque les sommets des 
triangles sont connus par leurs distances à une méridienne et à sa 
perpendiculaire (art. 1 63) ; et comme elles dépendent de la latitude H 
du pied de la perpendiculaire j^ , latitude qui le plus souvent n^est 
pas donnée immédiatement, il est nécessaire de résoudre d'abord 
cette question : 

Connaissant la distance x du pied M de la perpendiculaire y au 
point principal du réseau trigonométrique dont la latitude connue 
est A, trouver la latitude de M. 

Or, on a par l'art. i85 

yr T X 3 / e* \ sîn qA X* / > ' 

H — 11^=^—. r"— 7 1 ï)-: 7—7 (ijf 
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f et / désignant les rayons de courbure du méridien et de Parc per- 
pendiculaire à Torigine de jc; c'cst-à- dire que 

T> / = — T- 



( i — e* 3iû» hy ( i — - «• sin* A) » 

X doit être pris positivement ou négativement, selon que cet arc se 
trouve au nord ou au sud du lieu principal. On peut presque tou- 

jours, dans la pratique, se contenter du terme — : — 5 j d'ailleurs il 

est aisé de calculer le second terme, en faisant usage des valeurs 
numériques données dans Part. 181 ; et il y a cela de remarquable, 
que les coefficiensdeA; et ^* sont constans pour toute Fétenduc de la 
carte. 

Nous venons d'exprimer en fonction de l'abscisse x^ la latitude 
du pied de la perpendiculaire à la méridienne; il n'est pas moins 
important de connaître le développement d'un arc de celte perpen- 
diculaire, suivant les puissances ascendantes de cette même variable. 
Soit donc u l'amplitude de l'arec dont il s'agit j on a, à la latitude h^ 



et à une distance x de ce lieu , 



ç 



Mais 



par conséquent 

de là, et en se bornant à la première puissance de x , 

u = - r^ Y i-~-.^g*sin2A.~) (2). 

197. II est fort rare, dans la pratique, que l'on ait besoin d'un 
plus grand nombre de termes : cependant feu Plessis, ingénieur- 
géographe, qui s'était occupé des mêmes recherches, avait jugé à 
propos de continuer le développement des séries (j) et (2), en re- 
jetant toutefois les termes en eK Ses résultats, qu'il est Êicile de 
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vérifier , sont 

A^— -ï?"^/ 3x e*8inafr la?* é^cos^h , i x^ e*8ÎnaJt Vi^ 

Si Ton désigne toujours par h la latitude du lieu central, par H^ 
H' les latitudes respectives du pied et de Texlrémité de la perpen- 
diculaire j^, par F la différence de longitude de ces points ^ on aura 
ensuite 

J5r=A + AA', tangP = î^, 

p 

sin (iï-— j&O = sin H sin u tang - (i 4- e* cos* H), 

OU 

sin {H — H') = sin H' tang w tang - (i + e* cos* H') ; 

en vertu des art. 62 et igS. 

Ces dernières formules ne dépendant pas de. la petitesse de i/, 
doivent, par cette raison, être substituées à celles de l'art. 196, 
lorsque les points de la carte sont très éloignés du méridien prin- 
cipal. 

Quelque longues et compliquées que paraissent les formules (1'), 
(2'), on peut cependant en abréger beaucoup l'application, en cal- 
culant d'avance les coefficiens des différentes puissances de x et y. 
Mais, comme les positions géographiques des sommets d'un réseau 
se calculent plus aisément et avec plus d'exactitude par la méthode 
des distances obliques (art. 196), nous ne prolongerons pas plus loi» 
nos remarques à cet égard. 

applications numériques. 

198. Dans le dessein d'abréger le calcul des formules précédentes, 
nous avons construit les tables IX et X , pour l'aplatissement 7^ qui 
qui parait convenir à la France, et pour le quart du méridien de 
10 000 ooG"*''"; mais d'après les opérations géodésiques de M. De- 
lambre, la longueur de cette ligne étant de 10 000 yaS" (art. 180) , il 
faudra, si l'on veut assujétir la table IX à cette nouvelle hypothèse, 
ajouter lelog a,oooo3i4 à tous ceux des colonnes désignées par logj^ 
et par log N^ et le complément de ce logarithme ou 9,9999686 à tous 
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les nombres des colonnes qui ont pour titre log &ct . P et log.&ct. F. 
Cela posé, résolvons la question suivante. 

On sait que la latitude du Panthéon, à Paris, est jfiTsss 54^,974255; 
que sa longitude, comptée de l'Observatoire royal, et d'orient en 
occident, est Pss 599^,98931; que le logarithme de la distance du 
Panthéon à Dammartin en arc et en mètres, estlogXr=4,5s497ii{ 
enfin que Tazimut de cette distance sur l'horizon du Panthéon est 
Z = a5i',4oo3, compté du sud à l'ouest : on demande la latitude^, 
et la longitude P" de Dammartin, ainsi que l'azimut Z' du Panthéon 
sur l'horizon de cette ville. 

Calcul de la latitude (formule a'). 
Avec la latitude H donnée, on trouve dans la table ES , pour 54*^, 

le log du fact. F = 8,9974349 

partie proportionnelle pour 0,2743 = — 106 

8,9974243 . 
Ajoutant, d'après la remarque précédente, 

log . constant 9,9999686 

on a log.&ct. F corrigé == 8,9973929. 

Ajoutant «^ . . . . log iST = 4,5249711 

on a log iiT en secondes, ou log u = 3,522364o ; 

de là 

1*' terme. a* terme. 

log U = 3,5a2364o — a.log z^ = 7,04473 — 

log cos Z = 9,8397191 — log sin Z = 9,85883 

log 1^^ terme = 3,36ao83i + ^^^^ = 9.85883 

log Y = 9,69897 

1- terme + 23oi ,88 ^ ^^ ^. ^ ^^^^g^^ 

2« terme — 5 ^ 20 j ^^^g ^ ^ 0,05849 

Air = + 2296 ,68 1^ ^, j^j^^ç ^ 0,71597 ~. 

3* tenne, ou correction d'aplatissement. 

log A^ = 3,56109 H- 
table'X log e' cos* H = 7,68111 

log. correct, d'aplatiss. = i,o4aao + 

correct, d'aplatissement =: + 1 i*,oa 

ù,H = + 3396 ,68 

H.: 54»,3743,5.5 

latitude cherchée Hi = 54^,5000 ^5» 
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Si on roulait 'ealculer la correction d'aplatissement indépœdam-- 
ment des logarithmes, oh trouyerait dans la table X, que ^ cos* H 
a pour valeur 0,0047984, ou amplement o^oo48; c'çst par ce 
nombre qu'il faudrait multiplier AiJ; et l'on trouverait, comme 
ci-dessus, + iiNoa : ainsi , la difierence de latitude sur le sphé* 
roïde est LH^ = a3o7*,7. 

Calcul de la longitude (formule b'), 

log u =s 3,522555o 4- 
l.sinZ = 9,85883o6 — 
çompl. log cos iï| = o,i835338 

log. différence des méridiens ou AP = 3,6647194 — 

AP s= '^ 3670,4 
F = 599S9895.1 
longitude cherchée P' = 399',6222,7. 

Calcul de Fazimut (formule c'). 

logAP=3,5647i8x + 
/f = 54^,274255 c.cosi(Hi — ^jF/) = 0,0000007 

1 Afl^, = o, 115585 = i {H, —H) sin iiH+H,) = 9,87745 46 

somme= 54 ,389640 = ^ (//+//.) log AZ = 5,442 1 7"344- 

AZ=+ 2768*^ 
200^ 4- Z =:46i^,4oo3 ,00 

azimut cherché Z'=: 5i ,6771 ,10. 

Dans ce dernier calcul, on a pris AP avec un signe contraire, ainsi 
que l'exige la formule, et on a rejeté de la somme, 400* qui font une 
circonférence entière. 

C'est ainsi qu'en allant d'un sommet de triangle à un autre, on 
parvient à déterminer leurs positions géographiques, et à retomber 
sur des points déjà calculés j ce qui sert de vérification. 

19g. Calculons la même poition géographique , en supposant 
l'aplatissement de la Terre de yj^, afin de reconnaître l'influence de 
cette valeur sur cette position. La table XI donne y pour la latitude 



LITRE TROISIÈME. Su 

54^,074, le logarithme 5,ooi3656, (dont le coiAplement arithmé- 
tique , augmenté de 4 unités , est le logarithme du Êicteur F, c'est-à- 
dire 8,9986165. Cela étant brouvé, l'on procédera ainsi qu'il suit : 

Latitude 

Le log du facteur F=: 8,99861 65 
ajoutant logconst. = 9>9999686 

on a logJFcomgé = 8,998585i 
mais log JT = 4,5a497 1 1 

donc log u = 3,5a3556a — dog u = 7,0471 1 — 

log.cos Z == 9,8397191 — • comme ci-dessus, 3,67134 

1.1" terme =3,3632753 + !• a* terme = 0,71835 — ; 

i« terme, +23o8V 
2« terme, — 5,2 

AJ5r= 4- 23o3 ,0 log Ajy = 3,56229 

correct, d'api. = + 6 ^o tabL 1 (e*cos*J¥) = 7,41189 

diflf. de lat. A^fiT, = + 2 309 ,0 0,7 7418= 5*,945 

ci-dessus, 2807 ,7 

diff. des résuit., 1 ,3. 

Longitude. 

log u = 3,5235562 4- ^, =* 54',5o5i*,55 

l.sin^ = 9,85883o6— 
c . log cos jBT, =£= o, 1 835339 



log AP == 3,5659207 — AP =s — 568o*,6o 

ci-dessus, 6670 ,4o 

diE des résuit., 10 ,20 s=: 3'',2 . 

yizimut 

jfiT =54^,274255 " logAP=:3,5659ii7-f- 
ï A^,= o , 1 1 545o c . cos 1 (//, — i/)=o,oooooo7 
64";3897^ ^"^ ^ (-^+^0 =9^8774550 

log A^=3,4433674-p, AZ=+2775",67 

ci-dessus, 2768,10 

di0! des résultats, 7 ,57 
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Il résulte de ce calcul, que quoique la formule (V) convienne à la 
sphère et au sphéroïde, cependant l'aplatissement a en général 
une influence sensible sur les longitudes déduites , à cause de l'arc JC 
que Ton est obligé de réduire en secondes, et qui se trouve un des 
facteurs essentiels de la formule dont il s'agit. 

Si l'on voulait faire d'autres hypothèses d'aplatissement , et néan- 
moins profiter de la table XI, il faudrait, ainsi qu'il est aisé de le 
prouver, augmenter les logarithmes de la seconde colonne de la 
quantité Mdasin^ If, M étant le module o,434a49, et da désignant 

l'excès du nouvel aplatissement sur g^ = 0,002986. 
Par exemple, soit « = g— = o,oo3a4 , et i/= 54^,27; on aura 



de là 



^*=355~355 = ^'^^^i 



log Mdct = 6,06275 
l.sin 54^,27 = 9,87674 
idem = 9,87674 

5,80635 = o,oooo64oi. 

Ainsi, la table donnant, pour la même latitude, 

5,ooi3834 
et la correction étant + o,oooo64o 

on a, facteur corrigé = 6,0014474 
compléra. arithmét. + 4 , ou log J?* = 8,9986626. 

Il reste à corriger le terme e* cos* ^ = 2« cos* If donné par la 
table. Or, la quantité à ajouter à ce terme est évidemment 2rfa cos* 7/, 
laquelle est ordinairement fort petite. 

200. Conservons les mêmes données que dans le problème pré- 
cédent, puis cherchons les distances à la méridienne et à la perpen- 
diculaire de Dammartin par rapport au Panthéon , et la position 
géographique de cette yiUc à l'aide de ces mêmes distances. 

D'après l'art. 164, on a 

X =: K cos Zy jr = K sin Z, 

K étant la distance du Panthéon à Dammartin , et Z l'azimut de 
cette distance sur l'horizon du Panthéon. Reprenant les valeurs 
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numériques précédentes, on aura 

log K = 4,5349711 • • 4,5a497ii 

l.cos Z = 998397191 — « I.sin Z =s 9,85883o6 — « 

log X = 4,364690a — log^ = 4,3838oi7 — 
dlst. à la perpendiculaire x = — a3i57",43, 
dist. à la méridienne ^ = — 34199 ,a4, 

longueurs déjà trouvées à l'art. i65. Ainsi, en vertu de la conven- 
tion établie à l'article précité , Dammartin ^e trouve dans la région 
nord-est, par rapport à la méridienne et à la perpendiculaire du 
Panthéon. 

Maintenant, pour calculer la position géographique de Dammar- 
tin, au moyen de x et de j)^, on déterminera d'abord la latitude H 
du pied de la perpendiculaire y y laquelle sera évidemment égale à 
la latitude du Panthéon augmentée de l'arc x réduit en secondes. 
Or, on a, d'après la table IX, 

tab. (arg.Iat. 54'>a743)log fact.jP = S^gggBaGo tab.(arg.Iat.H) fact.F=8^g974 1 69 

log. conat. = 9,9999686 log.const. = 9,9999686 

log fact. F corrigé = 8,999494^ log fact. F corrigé = 8,9973845 / 

log.x = 4>36469oa logjr=4>3838oi7 

log X* =1^3641848. logy=:3,38ii86s 

Ainsi JP* = + a5i3*,oo 

lat. du Panthéon = 54^2743 «55 

lat. £r=54,5ô55,55. 

La latitude Zf étant trouvée, on procédera comme il suit. 

Calcul de la latitude (formule a'Q. 

i** et 2* tearme. 

log i = 9,6989700 — 

log/ = 3,38ii86a 

idem = 3,38 11862 

sin 1* = 4,1961199 

tang H = 0,0616791 



log i«^ terme == 
table X fact. = 


0,7191414 — 1* terme = — 5*,a4 
7,67741 antenne, ou corr.d'apb — 0,0s 


log 2« terme 


8,39655 •— — 5 ,a6 

H = 6^s5o55 ,55 

latitude cherchée ^, = 6i!,5o5o,a9. 

4o 
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C'est, à ris ^^ seconde décimale près ^ Id même Yakur qae celle 
obtenue précédeomient. 

Calcul de la longitude (formule &J. 

logj^* = 3,5811862 — 
C.CO8 Hi = o,i835325 

log AP = 3,5647187 — 

donc AP = — 367o%4 

P = 599^9^ ji 
comme ci-dessus, longit. cherchée P' = 3gg ,6aaa ,7 . 

CaJcul de razimut (formule d'). 

!•* terme. ft* terme. 3* terme, 

logy = 3,38i 186a — Slogy =o,i4356 

l.tang /y = 0,06 16791 ssia i"* =8,39394 

lôgi« terme = 3;44^653 , '""«i^S'^f?? „ „^ 

^ —11 logtaDg£r=o,o6i68 atang£fc=:o,ia33e 

i«r terme — 277a*,4o -r rr . ^^ 

«• *..«,« j_ ^^ Z, 8,iao36 8,iao33 

!»• terme + o ,01 ^ » _J 

5* terme + o ,oa *°8 ï = 9>^9097 1 . 5» term.=8.a4569 

— 3773,37 *^6a* terme 7,81933 

1 00^, coco 

azimut cherché = 99 ,7337 ,63. 

La correction d'azimut — 277a',37 s'appelle aussi la convergence 
des méridiens des deux extrémités de jK 9 ou dans le cas actuel, des 
méridiens de Paris et de Dammartin. 



LIVRE TROISIÈME. 5i| 



CHAPITRE XVL 

^applications des formules précédentes à la détermination 
dune méridienne et dun arc de parallèle. 

201. JuA* méthode expliquée ^j^cle 169 , pour déterminer là 
longueur d'un arc de méridien dHj|me perpendiculaire , dépend de 
celle sur laquelle est fondée la resolution des triangles sphériques 
peu courbe39 et de la connaissance de l'angle azimutal du premier 
côté du réseau. Quoiqu'elle soit simple par elle-même , cependant 
on ne peut l'appliquer avec succès qu'en choisissant parmi les 
triangles du canevas construit à une échelle assez grande, ceux qui 
jouissent des conditions requises. 

Lorsque, dans les calculs de cette espèce, on emploie uniquement 
les angles sphériques, ainsi que l'a Êdt M. Delambre dans la déter- 
mination de l'arc du méridien compris entre les parallèles de Dun- 
kerque et de Barcelonne, on se trouve obligé dépasser des logarithmes 
de sin K et sin K' à celui de sin {K — K). Par exemple, la réso- 
lution du triangle sphérique ACM (fig. 34) donnant log sin CM^ 
on a besoin de connaitre log sin 5itf =logsin {BC — CJf), pour 
pouvoir résoudre le second triangle sphérique BMM'. Voici de 
quelle manière M. Delambre lève cette petite difficulté. 

A cause de 

sin J: — sin J:' s= asin i {K^K^) cos \ {K-^K') 

_ sin (A' — AQ C08 i (A" + AQ 
~ cosi(A — A') > 

on a 

sm (A — JS: ) _ ____ 

= sinX(x-îil^)^-î4fe5^î 
par suite 

log sin {K — K') = log sin Â" -f- log (i — ^~) 

4-log[i— 2sin»i(J^— A')l 
— log[i — asin» ^ {K +K')]. • 
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D'ailleurs la petitesse de K et de K permettant de faire 

log [i — asîn* i (X — K')\ — log [i — asin* \ {K + K)] 
= ajf [sin* KJf 4-^0 — 8iû*i(JS: — X0]= aitf sini JSTsini A' 

on a, en feisant attention que sin K et sin K' sont donnés en mètres , 
logsin(X-X0 = logsinJf+Jog(i-'^)4-^8in^ 



tVl 



/ étant le rayon de la Terre ^ et Vie module 0,45439. Pareillement 

log sin (JC + XO=logsîn if + log (1 4-'^)--^8in a: sin X'. 

Mais on est dispensé de Fusage de ces formules et d'une figure , par 
le procédé analytique suivant. 

Supposons premièrement qu'U fidlle calculer la longueur de la 
méridienne ^X (fig. 54) comprise entre les parallèles des points ex- 
trêmes ^jL.On commencera par déterminer, à l'aide des formules 
(a'), (6'), (c'), les positions géographiques des points B^D^F^ Hj 
K^ L situés sur la ligne polygonale qui s'étend le long de la méri- 
dienne. Ensuite, on calculera la différence des parallèles des deux 
premiers points ^^ B\ puis des points Bj D^ puis des points 27, 
F, etc., jusqu'à ce qu'on soit enfin arrivé à l'extrémité L de la chaîne* 
La somme de toutes ces différences sera la longueur cherchée, 
comme cela est évident. 

La formule qui donne la différence des parallèles de deux points 
tels que ^, B extrémités du premier côté K du réseau, est précisé- 
ment la première (A) de l'art. 196, dans laquelle S est remplacé 
par K exprimé en mètres. Mais, dans cette circonstance, il est in- 
dispensable de conserver les termes du troisième ordre. On a donc^ 
en rétablissant Fhomogénéité, 

dHz=z — X cos ^ _ i^'sin* 2 tang H 

+ ^^,sin*^cosZ(i + 5tang»Z0 (A); 

K désignant la normale au point ^ de Tellipsoïde de révolution. 
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La valeur de cette normale ne peut se calculer qu'approxîmativfe- 
ment; il en est de même des valeurs des séries (a'), (6'), ((/), 
puisque quand il s'agit d'évaluer un arc de méridien, Ton est censé 
ne connaître l'aplatissement de la Terre qu'imparfaitement* Mais 
l'incertitude qui existe à cet égard y n'est ici d'aucune conséquence. 

Il faut bien faire attention que , dans le calcul de la difierence des 
parallèles, on ne doit pas tenir compte du terme e* cos^H^ comme 
pour la difierence des latitudes; car en tant qu'il s'agit d'un arc de 
plus courte distance , cet arc peut être considéré , vu sa peti- 
tesse, comme celui d'un cercle dont le rayon est égal à la normale 
correspondante ; mais la véritable amplitude de cette ligne géodé- 
sique est sur le sphéroïde l'angle des deux normales de ses ex-- 
trémités, et non celui des deux rayons extrêmes de l'arc de cercle 
dont il s'agit. ^ 

Si on calcule de la même manière la difierence des parallèles 
des points extrêmes ^, Ly à l'aidQ de la ligne polygonale ^CEGILj 
qui ne s'écarte pas encore trop de celle qu'on veut déterminer, 
on aura uûe vérificatiqn du premier résultat : il conviendra de- 
prendre le milieu entre les deux, s'ils diffèrent un peu l'un de l'autre. 

Afin de donner une application de la formule précédente , nous 
allons calculer la différence des parallèles du Panthéon et de Dâm* 
martin. Les élémens de cette formule sont, d'après l'art ig8, 

log K = 4,524971 1 ; Z = a5i«^,4oo3 j JEr= 54^,274255. 

Et la table IX donne , avec l'argument Hy log JV = 6,8o64555 , 
puisque l'aplatissement des méridietis, en France, est à peu prés 

TYPE DU CALCUL. 

i**" tenne. 

logX = 4,5249711 — 
l.cosZ = 9,8397191 — 



l.i« terme s= 4^6646902 + 



à* ferme. 


Iogi = 


= 9,69897 


alog K = 


= 9,04994 


sfog sin Z = 


= 9,71766 


log tang JI = 


= o,o5849 


c.logiV = 


= 5^19554 



log 2« terme = 1,71860 — . 
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f «t 4* terme. 

I.^ = 9,âai85 4- 

3!og K :^ 5,57491 Récapitulation. 

al.stoZ =s 9,71760 

l.cos Z =: 9,8597a — i*' terme = +33i57",4a 

ac.log N = 6,58708 3« terme — 5a",3ia | 
l.Snerme = 8;^1^-5- - » fi^^\ = - 5a ,58 



log 3 = 0,47713 



O ,31 



6) 



alog tang H = 0,11698 diflv des parall. dH = a5io4 ,84. 

■ ■ ■ ■ I ■ ■ ■ ■■ 

1.4* terme = 9,53533 — 

On calcule directement la correction à faire aux distances 
obliques, pour les réduire à Tare du méridien compris entre les 
parallèles de<4eurs extrémités, en employant la formule sui- 
vante : 

K — dHz=: fiK C08* i -Z + r ^ sin*^ tang H 

— I ^. sin* Z cos 2 (1 + 3tang*iy) (A') 

qui dérive de celle (A), en y écrivant scos^j Z — 1 au lieu de cos Z; 
et pour lors toutes les fois que cos { Z sera petit, tout le calcul 
pourra s'efiectuer avec des logarithmes à cinq décimales. 

202. Il est des géomètres oui emploient concurremment avec la 
méthode précédente celle des perpendiculaires exposée à Fart. i64, 
mais que Ton rend plus rigoureuse ainsi qu'il suit : 

Soit MM* (fig. 43 ) un côté A' de la chaîne des triangles, et u^X 
la méridienne dont on cherche la longueur. Si, par les points Jlf, M\ 
on conçoit deux arcs de grand cercle OM^ OM' perpendiculaires 
en P, J" à la méridienne ^X, ces arcs se rencontreront en un 
point O qui sera le pôle de l'arcPP' qu'on a en vuede calculer. Or, en 
désignant les coordonnées ^P, PiJ/par;c, j; celles ^P', P'M 
par x\y') les latitudes de 3/, M' par i/, //', et leurs longitudes 
par P.P'i enfin la normale au point J/par iVj l'amplitude de l'or- 
donnée du point Jf s'obtiendra à l'aide de la formule 

(1) sinjK = cos//sinP, 
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qui dérive de la propriété du triangle sphérique rectangle pFM 
formé par les deux méridiens pP, pM et par l'ordonnée circu- 
laire PM. 
Si Ton désigne Tazimut PMp par jia, ce même triangle donnera 

(a) cot fc = sin ^ tang P. 

Mais l'azimut de MM! sur l'horizon de jWest connu j représentons- 
le par Z^ comme à l'ordinaire} alors l'angle OMM' sera égal à 
fjL^Z. D'ailleurs, en considérant les deux arcs OP^ OP' comme 
deux méridiens, les ordonnées j<, y seront, par rapport à eux, les 
latitudes de M^ itf '; et, comme dans le triangle sphérique OMM' le 
côté MM' = K est très petit à l'égard des deux autres, on a, en vertu 
des formules (6), (a) (art- igS), et en faisant aoo* — (a — Z=/^, 
pour abréger, 

{af) y = jK — ^ cos /^— i -^ sin» ^tang j^; 
partant PP' ==> x' — x- 

II suit de là que, si l'on connaît x, ^ en mètres, on aura par ces 
formufé8,x',y en même mesure. Mais en partant de l'origine A de 
la méridienne, les coordonnées Xyj sont nulles. 

Remarquez qu'il n'est pas nécessaire 'que les formules (i) et (a) 
soient évaluées avec une extrême précision. 

ao5. Le calcul d'un arc de parallèle s'eflfectue par un procédé tout 
semblable à celui dont il a été question à l'art, soi. 

Supposons que /C , K\K!' ... soient, à partir de la méridienne 
principale , les côtés consécutifs d'un réseau trigonomé trique allant 
de l'est à l'ouest, par eit:emple , et , par les extrémités de ces côtés, 
concevons des méridiens : ceux * ci intercepteront sur un même 
parallèle à l'équateur terrestre des parties qu'il s'agira de calculer. 
Or, si , après avoir déterminé assez exactement les positions géogra- 
phiques des sommets des triangles, on désigne par H! la latitude de 
l'extrémité de K la plus éloignée de la méridienne principale; par JST'' 
la normale en ce point; par Hn, la latitude du parallèle dont on veut 
avoir la longueur, et par N^ la normale à cette latitude, on aura^ 
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relativement au côté Ky et pour la partie P» de parallèle 

^'^ = w^^^nr\r ^^^ — 6n^ '^ w^^^j ^*> 

Dans cette formule très simple, qui provient du développement en 
série de sinP = —^^^^--7 et de ce principe, savoir : que les arc* 
semblables sont entre eux conmie leurs rayons , on a 

N' = r, JV« = r (art 167); 

Z étant toujours l'azimut de K sur l'horizon de son origine , et 
compté du sud à l'ouest 

Four chaque côté Ky on aura une équation semblable ou une 
valeur de P^ ; si donc n dénote la longueur du parallèle à la lati« 
tude Hmy on aura 

n = P« 4- P'- + P". +. . . 

Ainsi, partant de la méridienne principale, pour se rendre à l'ex* 
trémité de Tare à mesurer, on obtiendra, à Tàide de deux systèmes 
de lignes telles que K^ K\ K". . . , deux valeurs de IT, lesquelles se 
serviront de preuve mutuellement. Ce moyen , analogue à celui que 
M. Delambre a employé pour calculer l'arc du méridien depuis 
Dunkcrque jusqu'à Barcelonne, sera très commode dans la pratique, 
si roii a soin de former d'avance une table des diverses valeurs du 
logarithme de la normale, d'après la connaissance approchée de 
l'aplatissement de la Terre j parce qu'il n'y a d'autre attention à avoir, 
que celle qui est relative aux signes algébriques^ 

EXEMPLE. 

Supposant les mêmes données, et la même notation qu'à l'art. 198, 
on demande l'arc du parallèle compris entre les méridiens du Pan- 
théon et de Dammartin, et dont la latitude //,, = 54^? 

On a I{= 54^374255, //' = 54s5o5oa5, 

et lu table IX donne 

log N' = 6,8o646ia , log xV« = 6,8o6445a; 
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, et ea rerta de la formule (B) ci-dessus : 

i" tenne. 



Ssi 



log iV. = 6,8o6445a 

c.log If = 5,1955358 

log cos H^ = 9,82o4o65 

c. log cos H' =s o,i855538 

log.fiicteur =: 0^0039311 

log K = 4,5a497ii 

l.sinZ = 9,85883o6 

log i^' terme = 4,38772^8 
jRécapitulatioTL 



%* terme.** 

log. facteur =3 0,0059a — • 
5.log JC = 5,57491 
c.log 6 = 9,aai85 

fl.c.logiV^' =s 6,38707 
l.sinZ = 9,85885 — 

log.a® terme == 9,o4658 + 

3* terme. 



i«' terme*. 
5* 



• « • • ■• 



P. 



log a" terme 
alog sin Z 

— 244i8-,659 aclog coôfl^' 
-H . o >ii3 log 3« terme 

— o ,i35 

— a44i8 ,661. 



9,o4658 
9,71766 
0,36706 

9,i3i3o 



L'arc cherché P. eat afifecté du signe négatif, parce qu'il se trouTe 
à l'est du méridien du point de départ du Panthéon -y il serait positif, 
s'il était situé à l'ouest du même tK>int. 



■ 1 



1. 
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CHAPITRE XVIL 



c- 



AZ8 £a j^wTïïoar J^^imÉSÊgHis Èr^anomibiques, pour 
Ita Tomaana juigi ijiiiijfMi/ypwMm des points 



iniLzcat^ X JiK j: 




sont si multipliés, 
7 nx X HK tnvns soue fc nran^w à nésondre, qu'il n'est pas 
^^**: se -miaBi^crT nnruaBfr^ar nr la I ju^ulm des coordonnées 
i-^ i^r^ssÂe -te-i> »IB5^ C9Biiaat.ca^K ccst de Fexactitude de 
:-=^ mfDt^ Tin"Tiiiwnirf ne ie^ssA ccOè des htitndes, longitudes 
I*. «^u:u.^ ;t:^ iizies^ l^r~sc7g^^ itt redpr oq a eu i e nt, il est important 
ix: .r.:.r c^ :*=sutais- iunsiuff es prenÉer ftea. et de connaître les 
n:^i:t<L:> ;:u -r^-yq-Tr ^mr* j» -çraoùlfcï susaepCiikB d'éprouver des 
xir-anuu>. iôu rac^s /jKje awvAai^k aéccstité d'altérer quel* 
4Q«:^-aiN&^ X xilt!^ MIC ne mks Ai ^dBflBBohaervationd , soit à 
.-uiiri^ ix. xuc*^ulr^ ^«r^'irs' jr ■rii ■ na «a pabse, de la manière la 
\nu> sinmt:. ;:*-~iimir «ï!^ rjrr^raui» ({sieproofeot les autres quan- 

?:/ ,v:.ii;- »* r--ii* ï* '</^ /Eté (Brodait sur la latitude , la 
L V vuç r. -:i.^^. . iTtf 79fc:j^ «ru.*fa&M dans les distances 
-i ■ i f : c 7 j "c TTC - -L ^ L?c /r -i HZ z^rpsndietUaire. 

S-^cxxi:* ,ut iiisos^ X rt!Vv:cTv m petit accroissement dXy 
^\x «» 5<i: 5C.I rij:-: i^ c;:cri:ar« j^ ii htilnde H*^ et que dJÏ' 



T* 



OU ;>;aipl<meat« ec scxx^cdes ccrlCe^xa2aies« 



•:r 



dif := — 

Cotte valeur de J/T se prendra positivement ou négativement , 
5clou que dx sVleuilra vers le nord ou vers le sud. 
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Maintenant, si Pon dififêrencie Féquat. {a!') de l'art 196 , par rap- 
port à y seulement, on aura, en négligeant le denuer terme relatif 
à rexcentrioité de la Terre, 

La correction de la latitude du sommet de la perpendiculaire 
est donc négative, quand la variation de cette perpendiculaire est 
positive. 

L'éqùat. {V) fournit, par le même procédé, 

et l'équat. {d') donne 



iVcos J^sin i*^ 



On trouverait avec autant de facilité des relations entre dy et 
chacune des variations dH'^ dP, dz\ dans le cas où la latitude H 
du pied de la perpendiculaire serait efle-môme variable; malsit est 
plus commode alors de refaire en entier le calcul des formules. 

ao5. Cette méthode ayant seulement rapport au;^ petites varia* 
tions dans les distances d'un point à la méridienne et a sa perpendi- 
culaire, il faut résoudre le problème plus généralement. Supposons 
d'abord, que les latitudes et longitudes de tous les points principaux 
d'un réseau trigonométrique aient été calculées à l'aide d'un azimut 
provisoire ; il s'agit de faire à ces latitudes et longitudes les correc- 
tions dues à Terreur commise sur cet azimut, sans recourir pour 
cela aux formules de l'art. 196 , ni à d'autres qui pourraient remplir 
le même but. 

Comme les distances entre les points trigonométriques sont 
censées avoir été déterminées exactement, la nouvelle orientation 
s'effectue sur-le-champ, en fiiisant tourner tout le reseau autour du 
point où l'on a observé l'azimut, d'une quantité angulaire égale à la 
différence de l'azimut vrai à lazimutapprodié. En effet, soil^ (fig. ^5) 
le lieu de l'observation, B un sommet quelconque de triangle,^ et C le 
pôle de la Terre que l'on peut supposer sphérique dans cette cir- 
constance. Si, en vertu de la variation observée dans l'angle B^C^ 
le point B doit être transporté en 5'; tout autre point b lié iiivaria- 
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blement au premier, sera, par suite du mouyement commun autour 
4e ^, transporté en b'; et l'angle b^l/ qui est égalkB^B' sera |a 
variation d'azimut ^ variation que nous supposerons de quelques 
secondes seulement. La question , envisagée sous ce point de vue , 
est donc ramenée à chercher les équations difiPérentielles d'un triangle 
sphcrique, dans lequel un asgle «st variable et les deux côtés qui 
le comprennent sont constans. 

Soit ^BC ce triangle , et a, &, c les côtés opposés aux angles de 
mêmes dénominations; on aura 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos u4 (i), 

cos c = cos ai:osh -|» ùnasin&cos C (2), 

sin ^ sin c = sin a sin C (3). 

Si Ton difierencie les deux premières équations , en fidsant varier 
^, a et C, et regardant b, c comme constans, on aura 

da sin à = d^ sin ^ sin b sin c, 

o = — dasîna cos b-^da cos a sin b cos C — - ^C sin C sin a sin b. 
Mais de la troisième équation. Ton tire sin c = ^'°f "^ : mettant 
cette valeur dans la première équation di£fêrentielle, on obtient 

da = dA sin b sin C (m); 

et introduisant cette valeur dans la seconde, on a 

dC 5= — cos é (1 — cot a tang b cos C) dA (n). 

Soit maintenant H la latitude vraie du point A\ IT la latitude 
approchée du point S; Z Tazimut approché du côté BA^ observé 
sur rhorizon de ^, et compté du sud à Touest depuis o jusqu'à 400^; 
enfin, P' la différence approchée des longitudes des points A etB: 
les formules de correction (m) et (tz) seront respectivement 

dif = cos H sin P'dZ {m') , 

JP' = sin // (1 — tang UT cot H cos P") dZ {n!) ; 

puisqu'à la seule inspection de la figure, on voit que t/a = — dH\ 
dA=^'-dZ et dC = dF. 

Il résulte de là , que 
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latitude vraie du point B::^It^ dlT^ 
difierence de longitude des points -^ et -B t= P' + dP". 

L'emploi de ces formules n'est sujet à aucune difficulté; j'observerai 
seulement que la variation d'azimut dZ doit être prise avec son signe, 
et que Z doit ici se compter du sud à l'est : ce serait le contraire s'il 
s'agissait du point h. 

ao6. Cherchons maintenant la variation d'un azimut quelconque 
pris sur l'horizon du point à rectifier et déduit du premier. 

Soient toujours fr, c, les deux côtés constans, et ^l'angle variable 
du triangle sphérique ^BC; dA la variatiod de l'azimut de départ, 
et dB celle de l'azimut au point B : on parviendraà trouver le rap- 
port de dA à dB, en difierenciant l'équation 

cos i/= cos a cos c+ sin a sin c cos B; 

opération qui donne d'abord, après avoir mis à la place de sin c cos B^ 
sa valeur déduite de cette même équation, 

j /'cos c cos a cos &\ , . . . nJ-n 

da ( : ) + sm a sm c sm BdB = o: 

\ sina -/ • ' 

puis réduisant, on a 

da cos CH- dB sin a sin C= o. 
Mais da = dA sin h sin C; par conséquent 

sin b oos C 



dB = ~-dA 



Sin a 



Soit donc Z l'azimut pris du points et compté du sud à l'ouest, Z* 
un de ceux qui ont été conclus de celui-ci et qui se frouvent sur 
rhorizon de ^; on aura, en vertu de cette formule, et désignant 
d'ailleurs par i/. H! les latitud&s de ces deux points, par P' leur 
diflerence en longitude , 

,--_, cos P' cos H' jrw 

dZ^ = — ^ „, dZ^ 

cos H ' 

parce que Z et Z' croissent ou décroissent en même tems. Ainsî^ 
sans repasser par tous les azimuts intermédiaires , on assignera sur- 
le-champ la correction à faire à un azimut quelconque, par suite 
d'un très petit chaagement survenu dans celui de départ. 
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Si Ton diSercBcie dans la même hypothèse Téquation 

sin h sin Css: sin BainCy 
on aura 

de Wib cos C:^dB QosBdinc, 
tfoù 

cos B bin c' 

égalant cette yalem: à la précédente , on trouve 

àC fin c cos B 

<M . . aina * 

Telle est la relation entre la yariation d'asûmut de départ et celle de 
longitude du point que l'on conaidère. 

Examinons maintenant le cas cm la latitude et la longitude du 
lieu principal d'une carte éprouyent une petite correction , et cher- 
chons l'influence de ces deux corrections sur les positions géogra- 
phiques de tous les autres points du réseau. 

D'abord il est évident que si la longitude absolue 9 du lieu 
principal ^, augmentait d'une quantité quelconque 49, les longi- 
tudes de tous les autres points du réseau, et comptées toujours dans 
le! même sens , augmenteraient de la même quantité. Il reste donc à 
£iire connaître le moyen de corriger tant les latitudes et les lon- 
gitudes de ces mêmes points , que les azimuts conclus, lorsqu'il 
existe seulement une petite variation dans la latitude du point uit. 

Pour cet effet, l'on regardera c, A comme constans dans le 
triangle ^BCy et l'on aura, par la méthode de l'art. 196, 

da = db cos C, 
dC=:^db^^, 

tang a' 
sinC 



dB = db 



Mil a 



Mais, à cause de b=ioof—H, a = loc — /T, CszzP^y dB=^ — dZ\ 
et de ce que AT, /aT, P' croissent en même tems que Z' diminue, 
l'on a , pour la variation 

en latitude, t///' = dif cos P', 

en longitude, f/P' = dl/'^Ç,, 

en azimut, dZ' = — dH—^,. 
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De sorte que, 

la latitude exac;te du point B sera It + dit 9 

sa longitude absolue et rectifiée ? + « + P' + dP' , 

et un azimut quelconque sur i'Iiorizon de 

ce point, de Z' qu'il était, deviendra. . Z' + dZ'. 

207. Supposons en dernier lieu, que tous les côtés d'un réseau de tri- 
angles rattaché à une base B provisoire, aient été déterminés à l'aide 
de cette base, et qu'il £iiile les assujétir à la base définitive B^ dB; 
il est évident qu'il sera nécessaire de les multiplier par le rapport 

constant — ^^ — . Soit donc K un des côtés calculés provisoirement, 

et £ + dK sa valeur exacte; on aura 

K+dK=:^Ëd^K, 
et par conséquent 

iog(jr+rfJP) = iogJs:+iog(5-:tË£). ^ 

On a aussi 

correction dK 5=3 — j-j 
enfin 

Iog(jr + rfJC) = logJS:+log(iH-^ 

= log JC 4- -^ J2F +. . • 

La correction dB de la base à laqœUe se rattache le réseau, est 
toujours assez petite pour que le premier terme — ^ du développe- 
ment ci-dessus suffise. 
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CHAPITRE XVDL 

JEçaluaiion de V étendue superficieUe de la Terre ^ et d^une 

partie quelconque de sa surface. 



» ; 



De Vaire d'un triante et de celle d'un trapèze sphérique. 

ao8. l^Es triangles qui couvrent le pays dont on a levé la carte, 
présentent souvent une sorte de ramification continue autour du 
centre du lieu principal ; mais quand même oes triangles ne seraient 
pas tous liés immédiatement les uns aux autres , la question proposée 
serait toujours ramenée à calculer les aires des triangles ou dts qua-> 
drilatéres spbériques qui composent l'aire du terrain ; sauf ensuite 
à évaluer Ifes petites ]i>ortions de surface qui pourraient être com- 
prises entre les limites du pays et les côtés des triangles ou des 
quadrilatères extrêmes dont il s'agit : évaluation qui s'effectue aisé- 
ment à l'aide d'opérations graphiques exécutées sur la carte même^ 
comme on le verra dans le TYaité de Topographie. 

Lorsque les triangles du réseau ont peu d'éteiidue, on les considère 
comme des triangles rectiligues, et leur sur&ce s s'obtient par la 
formule connue 

ab . ^ 

^ = — sm C . 

S'ils sont de premier ordre , on en évalue la surface au moyen de 
la série obtenue à la fin de l'art, loo, mais qu'on peut, dans tous les 
cas , borner au second terme. 

En général on a, pour un triangle sphérique u4BCy 

€ désignant l'excès des trois angles sur deux angles droits. Lorsque 
l'aire de la sphère est évaluée en triangles trirectangies {Géom. de 
M. Legendre , liv. VII ) , l'excès e réduit en parties du quadrant 
exprime l'aire même du triangle : alors sitf est la surface de la sphère, 
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donnée en mesores connues, on aura c exprimée en mêmes me- 
sures y pour le quatrième terme de cette proportion, 

puisque la surface de la sphère est composée de huit triangles tri- 
rectangles. Or, cette surËice 49= 49r/% / étant le rayon de la sphère, 
et TT le rapport de la circonférence au diamètre. Donc , pour les 
triangles sphériques qui font partie delà surface du globe terrestre, 
on a, en mètres quarrés, 

5 = 4^ (6366198)*, et log g^ = 1 i,8o388oi , 

ou plus exactement, en prenant le milieu entre les logarithmes des 
deux demi-axes de la Terre donnés par M. Delambre (Base du 
Système métrique, tom. III, pag. 196) et rapportés à Fart. 181 , 

log S = log 49r + alog 6,80387 92664 = 14,70696 83948; 
ainsi S = 50929380660 hectares = surface du globe terrestre, 

et logg^ = 11,80387 84078, 

ou bien, exprimant le quadrant en degrés sexagésimaux, 

log 8^=11,84963 68984. 

Ainsi, pour avoir Taire d'un grand triangle sphérique, au loga- 
rithme de l'excès de ses trois angles sur deux angles droits, exprimé 
en grades ou en parties de grade, on ajoutera le logarithme constant 
11,80387 84078, et la somme sera le logarithme de l'aire du triangle 
évaluée en mètres quarrés. On voit par là, avec quelle promptitude 
on obtiendra l'aire d\m polygone sphérique décomposé en triangles 
dont les angles sont connus. 

Mais lorsque tous les points d'un réseau trigonométrique sont 
donnés par leurs distances à une méridienne et à sa perpendiculaire 
(art. i64) , la surface d'un grand État se décompose en trapèzes 
sphériques , dans chacun desquels on connaît les trois côtés qui 
sont perpendiculaires entre eux. 

Pour exemple, supposons que les côtés ^, c qui comprennent l'angle 

1. 4a 
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^ ( fîg. iS ) soiem prolongés jasqu'à qb que 1^ arcs jéêl^B^ soient 
^gaux chacun au quart de la circonféreotGe ; akars les angles «t, /8 
eeront droits, et Taire du triangle isocèle ^ccfiqni, en général , 
c=:^ + A + i8 — a^ deviendra =ï ^. L'aire du trapèze sphérique 
a^BCy ou ^a/3 — ^BC sera donc = a<i — S — C. 
Mais, par les analogies de Néper, démontrées à l'art. 64, on a 

tangK5 + C) = ï;oti~^^-^^; 

donc si Pon désigne par Z Taire du quadrilatère sphérique dont il 
s'agit, on aura 

tang f = GOt (^±^ =r _-i-_ j 

«Dsuite 

tane- — g"' i (^ + fane i ^. 

et si Ton dénote par jk> y les deux côtés Bfi, Cet du quadrilatère, 
perpendiculaires à la base ctfi s=^, en sorte que y = i<i — b^ 
y tss l'i — c, on aAra , pour la détermination de Faire Z , la formule 

tangi2 = ^j^tangj^. 

Cette formule , que nous venons de démontrer d'après Lagrange 
{Trigonom. sphér., pag. 276, 6« cahier du Journal de V École 
Polytechnique)^ est très utile pour mesurer les surfaces sphériques 
terminées par des arcs de grand cercle; pour en Ëiire usage, il 
faudra évaluer l'amplitude de chacun des arcs ^, y donnés en mètres, 
ainsi que celle de Tare de méridien A^=>v! — % (art, 196). De cette 
manière, Taire Z sera donnée en grades ou en degrés; pour Tévaluer 
en mètres quarrés , Ton procédera tfonmie il a été dit à Tart. 89. 

De Vaire d'une zone sphérique. 

aog. On sait que Taire d'une zone sphérique est égale à son 
épaisseur E multipliée par la circonférence d'un grand cercle. Soient 
donc H et U' les latitudes des bases de la zone , et supposons-les 
de même dénomination, puis désignons par / le rayon de la sphère; 
on aura 

E= f {sin H' -'SmH)=: 2f sin^ {ir ^ H) cos^(H' -h If), 

circonférence = a^^ ; 
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partant, aire de la zone, ou 

2 = 45r/*8în i {H' — H) cos^{If 4- H). 

Calculons, à îaide de cette formule, faire de la zone torride, de 
la zone glaciale et de la zone tempérée. La première étant bordée 
par les tropiques du Cancer et du Capricorne^ les latitudes de ces 
deux cercles sont 

/r fi= 4- 35*a8' 
^ 5= — • a3.28 

de là W -^ H z=z Ô7^ 

H' — H =^ 46.56 , H^ — ^) = a3*a8^ 

Or, par ce qui précède , 

log 4t/>* = 14,70696 83948 
de plus Lsin J (/T — ^) = 9,60011 8i358 

LCOS7 (-fir^^- JH') = o, 

log 2 = 14,30708 653o6î 

donc sur&ce de la zone torride 2 s= 30280867640 hectares; nous 
avons ôté une dixaine du produit, pour satis&ire au principe de 
l'bomogénéité (art. 46 ), et nous ayons évalué la sur&ce enliectaresp 
en divisant par 10000 les métrés quarrés donnés immédiatement 
par log Z , on, ce qm revient au même, en diminuant de 4 unités la 
earactéristiqoe de ce logarîtbme. 

Pour la zone tempérée boréale, qui est bordée par le cercle po- 
laire arctique et le tropique du Cancer^ on a 

^ = 4- 66»5a' 
JH" » + a5.a8 



^' — ^ -s 43. 4 |(jr — ^ = ii»3a<' 

H -^ H ^ 90. © , ïXh' + H) = 45. o. 
\:€}sx\(h ^ H) •= 9,5647 1 65o65 
Lco8i(«'-t-^) = 9,84948 Sooai 
log. constant = 14,70696 83948 

logX es i4,iaii6 97034 ; 
donc surfece d'une des zones tempérées ï» i3ai8i ao44o hectares 
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Enfin y pour une des zones glaciales, on a 

H" ;= 90* o' 
H = 66- 3a 

It — H = 523. a8 \{H' ^H) = ii^44' 
H' ^ H = i56.3a ^CJ^' + ^ff) = 78.16 
log.sin ï (jfiT — H) ^=s 9,3o8a5 90190 
log cos ï {H' -}- ^) = 9,3o8a5 90190 
log. constant = 14,70696 83948 

log 2 = i3,3a348 643a8; 
donc surface d^une zone glaciale = aio6i36io3 hectares. 

Récapitulation. 

Les deux 2ônes glaciales 4aiaa7aao6 hectares. 

Les deux zones tempérées a6436a4o88o 

La zone torride 30380867640 

Surfece entière du globe 60939380726 

Par le calcul direct 60929380650 

Différence.... 76 

Cette différence de 76 hectares vient de ce que, dans les recherches 
des nombres correspondant aux logarithmes, nous n'ayons eu 
égard qu'aux différences premières; ce qui est bien suffisant quand 
on ne veut, comme dans le cas actuel, que des résultats en nombres» 
ronds. 

De Vaire d'une portion de zone sphéroïdique. 

a 10. Considérons, pour plus de généralité, la Terre comme un 
ellipsoïde de révolution, et cherchons l'aire 2 d'un quadrilatère 
formé sur le sphéroïde elliptique, par deux méridiens dont la diffé- 
rence de longitude = p, et par deux parallèles dont les latitudes 
sont o et H. 

D'abord, en prenant toujours pour équation de l'eUipse génératrice 
du sphéroïde terrestre , 

l'axe de rotation sera celui desjK; ainsi, la différentielle de l'aire Z, 
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Élisant partie de la zone entière engendrée par la réyolotiao de 
l'arc s de l'ellipse autour du petit axe b^^eta, en général 

^ étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, Q désignant le 
quadrant, et x étant le rayon du parallèle à la latitude iï* exprimée 
en grades ou en degrés. Or, on a (art. 170) 

ws=s r> ajs=; j, 

(1 +iico8fliî)^ aCi+ncosa^* 

par conséquent, la différentielle de l'aire du quadrilatère proposé 
sera 

aQ \ • / (i-t-iico8aJï)*' 

expression qui peut slntégrer par séries ou piff logarithmes. Suppo^ 
sons^ comme à^l'art. 172 y 

(,_„). ^ + £3,008 6^+ etc.. J' 

on aura 



. • 



2=2^ ^^à:^ ÇdH \cosH+E^,^cosHcosiiH 

a (I _„.)!•/ l +£(.jC0S//C0S4fir 

+£($) cos jfiTcos èjfif +. 



Transformant chacun des termes de cette série , au moyen de la 
relation acoa H cos fj^II=i cos (ft + i)-ef-|-G0S^(^ — r a) jff} puis 

intégrant et remarquant que ^"'"^ = V^'Èr *=??("'• ^7^) r ^ 
Tiendra 

Mais, d'après Fart. 17s, on a 



m 
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TBAIT 


E Dfi GEOO 


•E8IE/ 


onaauBsi 










J^co ==* - 


-a», 


r 




£(•) = 


51OT (a/i- 


- m). 




E(3) = - 


— aw* (S« *- 


- 27»), 




■^(4) == 


sot' (471 - 


- 3m). 



Par conwqineiit 



D'ailleurs, de ti = ■ ^^ » on tire 

* 

n -^ m* = 2m — mTt 4- ti^; 
ainsi 

Bço •+- JEojsss — un [(i — n) (a -H m)], 

• ^.) H- jEc?) = + am* [(i — n) (3 H- am)], 

JSct h- JS(4, = — am» [(i — n) (4 -I- 3w)]; 

et enfin 

^tsiûiï— ;^OT(a4-/n)sin3^4-im*(5-Ham)sin5^|, v 
"* 1 —^ 771^(4+ 3m)sin7^+etc- J^^^^ 

^^MTVxiTile dans la({«elte 7>i=^ ^Tb (^^' ^7^*^ <^i^c ^^^ employait 

.ra{dati8seméDt ^^ ^ aurait 771 == ^ , et a^ «s m a\ 

On obtient cette série régulière par un autre procédé, ainsi qu'il suit. 
Si, dans l'expression difierentielle 



» ^ 






on met pour x et ef^ leurs valeurs respectives , 

acQsH b^dH 



(i — e» sin» Zf)» * a(i— c»pm*JÏ)^' 
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trouyées aux art. 167 et 169, on aura • 



dl^S- 



wh^d.aînEf 



Or, en faisant e sin H^sz^Zy il est évident que 
d'ailleurs 

(I — *•)• ~ La(i — »T a(i — a*)J ' 

ainsi intégrant, il vient 
et par conséquent 

sans constante, parce qu'elle est nulle lorsque H=: o. Pour appliquer 
plus commodément les logarithmes ordinaires à cette expression , 
soit ^ sin ZT = sin ^ ; on aura, en faisant attention qu'il faut con- 
vertir , dans le second membre , le logarithme ordinaire du facteur 
du second terme en logarithme hyperbolique ou népérien , 

^ = J " ? D^ + » '•s-'"» (50. + i ,)] (5), 

Jlf étant le module o,4343g4 (art. 107). 
Il résulte de là , que Taire litière de l'ellipsoïde a pour expression 

Mais , pour retrouver la série précédente , l'on remarquera d'abord 
qu'à cause de 



2 = eiT— ^ h - T-^-l 
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on a 

valeur qui, d'après Tart, 170, peut être mise sous cette forme : 

— pirb* f ^^ X p ain ^ ^^ C dHcoa H "1 



4^ 



\^ -r /^; Li + „ cos a£r ^J i +/1C0S a^J' 



Or, en développant en série chacun des termes du second membre, 
puis faisant les s transformations qui se présentent d'elles-mêmes, 
pour n'avoir qiie des cosinus linéaires, et intégrant, on retombera 
définitivement sur la série (1 ). 

Il suit de là, qu'en désignant par -H^ et H' les latitudes de deux 
parallèles, et par p , pMes longitudes de deux méridiens, Taire Z^») 
du quadrilatère compris entre ces lignes, sera , en Ëdsant d'ailleurs 

2(.j == 'TTOb (^—^\ (sin ip cos <t> — j m (a +• m) sin 5<p cos 5* 1 



5 /TZ* (5 + am) sin 5(p cos 50; . 
— ^m? (4+ 5/;z) sin 7(p cos 7*! ' 



série dont le terme général est évidemment 

le signe supérieur ayant lieu lorsque i , qui est le nombre des 
termes, est impair, et le signe inférieur devant être pris dans le 
cas contraire. On a par là le moyen de calculer, avec une extrême 
facilité , Faire de l'étendue d'un pays dont on a construit la carte à 
l'aide des latitudes et des longitudes. Par exemple, on peut em- 
brasser dans un seul calcul la plus grande portion de cette étendue 
comprise entre deux méridiens et deux parallèles; ensuite évaluer, 
d'après des mesures prises sur l'échelle de la carte , les rapports que 
les parties du terrain figuré dans les quadrilatères partiels ont avec 
ces mêmes quadrilatères dont les surfaces s'exprimeront en niesures 
quarrées, à l'aide de la formule précédente (*). 

(*) Voyez i pour l'expression de l'aire d'un ellipsoïde quelconque, les Exercices 
de Calcul intégral par M. Legendre, première partie, page 182. 
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ail. Ceux qui voudront rechercher diverses expressions du 
volume d^un segment de sphéroïde terrestre ^ compris sous des bases 
parallèles au plan de l'équateur , n'auront pas de peine à les trouver 
d'après ce qui précède. Par exemple, si o et jETsont les latitudes de 
ces bases , le volume V de ce segment sera donné par la formule 
suivante : 

= *è*/ sin H.{\ — g 5., 8ia« H), 
OH, par cette série régulière et simple , 

V^irVf sin J/.Q — g ^ sin'ZT. (i + e» sin* Jï + c* sin*^+...)lî 

■ 

f et/ étant, comme à Part. 187 , les rayons de plus grande et de plus 
petite courbure de la sur&ce du sphéroïde terrestre, au point dont 
la latitude est H. 

Application numérique. 

912. Étant données la difierence p — p des méridiens extrêmes 
d'une portion de zdnè sphéroïdique et les latitudes i/, H' des pa- 
rallèles qui bordent cette portion de zone sur la Terre; évaluer en 
hectares Taire 2^,) qu'elle renferme. * 

Soient 

p— />' = 5-i8' = 5%5, H = 45-4o'i5^ IT = 4a•8'^^ 
aplatissement == ^, loga = 6,8o458 39646 en mètres^ 

m = ^-| = ^, logé = 6,8o3i7 45662; 



on aura, en se bornant aux trois premiers termes de la série , 

2, — irah (^~^ /^^"^ <p cos * — j m (a -f- 7/1) sin 3ç cos 3*| 
^•^ \9o' /[ +i7n*(3 + 2771) sin 5<p cos 5*J ^ 



de là 



1. 



45 



338 
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H at: 45'4o'i6" 
4t. 6. 



7Î 



3.53 
1.46. 3 



ç. •• .5^ 



SMS' 9" 



87.48.94 
^(H+H') = 45.54.1a 



I m* (5 4- a/Tï) 



3 • (6iry 

1 i855 



<t....5* = i3i.4a.56 
5$ = 8.5o.i5 

54 ss; aig.So. o 



Tous les élémens de la formule étant préparés, Ton procédera 
au calcul de chaque terme ; et comme le premier est le plus consîr- 
dérable , on Tévaluera au moyen des grandes Tables de Vlacq à 
10 décimales. Quant aux deux autres termes , il su£Sra de les cal- 
culer avec les Tables de Callet. 

D'abord îl est à remarquer que l'angle ç étant très petit, il con- 
vient, pour avoir son log-sinus exactement, de tenir compte des 
différences troisièmes. Or, les Tables citées donnent 



f^ff 



log.sin i*46'o' 



6,48896 3i65o 




10704 
10678 



J"'^ 



4- 416 



68 a 1001 
68 10297 

67 996^9 

et d'après l'art. 106, si ^ désigne le logaaithme^sinus cherché, 
on aura \ 

(I) (II) (iii) 

ly ailleurs, les tables étant calculées de lo" en lo", on a évidemment 
h = 10"; et à cause de nh = 3", il s'ensuit <iue n = o,3. De là 
(I) = 0,3 X 6821001, (II) = (— o,io5) X (— 10704) 
= ao463oo. = 1123,9. 

(III) = (0,0696) (26) 
=s 1,5. 

^ = 8,48896 3i63o 

(I) = 4- ao 463oo 

(II) = + 1133,9 

(III) = + 1,5 

log sin i»46'3" = 8,48916 79066. 
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Afin de faire- remarquer la concordance des résultats obtenus par 
des méthodes différentes ^ cherchons derechef le sinus de \%&V\ 
par cette série 

X 



log.sin (a 4- x) = log.sin a H- Mx cot a (i 
démontrée à l'art, loi. D'abord on a 



8in aa 



"f" • • • )> 



a = 1*46', log. sin a = 8,48896 3i63o, x = 5"; 
et ensuite, en calculant les deux termes en jc, il vient 



logitf 

log 3" 

c.log R' 

I.cot a 



9,6377845 

0,4771212 
4,6866749 
i,5io83o4 



log J£ccota = 6,3ii3io8 
log 3' -f- c.log R' = 5,16270 
c.log sin 2a = 1,21021 

2,68422 

log a 
log i-46'3'' 



-j- 20 47910 



485 



20 ^rj^^rj 
8,48896.31630 



= 8,48916 79067. 

M. Delambre a donné, dans les Tables de Borda, les logarithmes 
sinus et tangentes de 10 minutes en 10 minutes centésimales pour 
tout le quart de cercle, avec onze décimales. On interpolerait par 
cette méthode entre ces logarithmes; mais alors on aurait 

compl. log jR* = 4,19611 987703. 
Voici le calcul de log cos 45* 54' 12". 



On a A = 10'', nh 

et, d'après les tables, 



2". n 



0,2; 



log. cos 45» 54' 10" 


^A 


/•-^ 


9,86764 45297 


— aoa648 

— 202667 


— ï9 



4th 



— 1 
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ii/udf = (o,a) (— aoa648) = — 
cT--^ = (— 0,08) (— 19) = + 



4o5agy6 
1,5 



— 4o5a8,i 
9,8676445397,0 



l.C08 43*64'ia" =5 9,8676404769. 

Quand les âifi«rences secondes sont presque constantes, comme 
dans ce dernier cas , Ton peut se contenter des di£ferences premières 
ou de la méthode des parties proportionnelles; c'est ce qu'a fait 
M. Delambre, dans le calcul des triangles de la méridienne par les 
Tables de Vlacq. 

Procédant maintenant au calcul de la formule Z^.^, on a 



!•■• terme. 



loga = 
log b = 



0,4971498727 

6,8o468 59646 
6,8o3i7 4666a 
0,72427 68696 
8,0*676 74906 



2* tenne. 

log.fàct. == 12,8749418 

I I s=: 9,6228788' 

''?T7 ^^^ 



H(p—p') = 

c.log 90 = 

6om.=logfact. = 12,8749417637 
l.sin ^ = 8,48916 79066 
l.cos * = 9,86764 04769 log a* terme 



idem =s 

1.1236 = 

I.sin 5^ = 

l.cos 54 = 



7,2097148 
7,2097 148 
5,0916670 
8,9667379 
9,8250671 — 

8,6977122-1-. 



log 1" terme 



11,2217601461. 



3* terme. 

log. facteur = 12,8749418 
log j = 9,3oio3oo -f- 



1.1853 = 

51og jh^ — 
I.sin 5(p = 
l.cos 6* 5= 



3,2678764 
1,6291444 
9, 1864834 
9,8873019 — 

6,1467769 — . 



On trouve dans le^^Tables de Vlacq, que le premier terme de la 
formule est compris entre 16662 et i6663 j ainsi a = 16662 ^ et A = 1 . 

De plus, 
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log X" terme, y = aaiyS oi46i 


^A 


«r*^ 


log a, ^ s= 93173 7i3oi 


36064 a 
260626 


— 16 


^ •— u^ = 2 3oi6o 





34i 



de là, et en vertu de l'art. 106, 

n=-21^ = o,883î ^riL jv.^- («,o,o585)(- 16)8=0,95 
et plus exactement 



par suite ) 

nombre cherché, ou a + ^^ = 16662 + o,883o4 

=s i6662883o4oo mètres; 
enfin, 

i*"^ terme = 16662883 hectares. 
3* terme = + 4g856 
3« terme = — i4o 

surface Z^^^ = 16712699 

Il Ëiut bien faire attention , que les sinus et cosinus des angles 
étant des fractions, l'on doit supprimer de la caractéristique des 
logarithmes, autant de dixaines qu'il existe ^de ces fractions comme 
facteurs. C'est pour cette raison que l'on a rejeté 5 dixaines de la 
somme des logarithmes qui composent le deuxième terme; et 
comme la soustraction a pu s'efiectuer, la caractéristique 8 restante 
appartient nécessairement à un nombre de mètres composé de 
9 chifires. Mais toutes les fois que le nombre des dixaines d'une 
somme de logarithmes sera moindre que celui que l'on doit retran- 
cher , la caractéristique représentée par le chiffre des unités appar- 
tiendra à une fraction. 

Lorsqu'on veut donner plus d'exactitude au résultat que procure 
la méthode d'interpolation précédente , on prend trois différences 
premières consécutives , desquelles on déduit deux différences se- 
condes ; et si celles-ci différent l'une de l'autre , leur demi-somme 
représente alors la valeur de ^^A. 
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CHAPITRE XIX. 



De la réfraction terrestre ; moyen de la déterminer sur la 

Tètre supposée spliérique. 

2i3. i^ ous avons déjà fait obserrer (srt. 17 ), que lorsqu'un rayon 
de lumière traverse obliquement l'atmosphère, il se détourne à 
chaque instant de la route qu'il suivait dans l'instant précédent , et 
décrit une courbe dont la concavité est tournée vers la surÊice de la 
Terre; parce que la force réfractive des couches atmosphériques est 
proportionnelle à leur densité. Un observateur qui reçoit l'im- 
pression de ce rayon , le voit par conséquent dans la direction de 
la tangente à la courbe ou trajectoire dont il s'agit. C'est cet effet 
que l'on nomme réfraction. 

Dans la supposition que la densité de l'air est constante àla même 
hauteur au*dessas du niveau des mers^ et que la Terre estsphériquei 
le rayon lumineux ne peut se mouvoir que dans un plan vertical j 
puisque ce plan partage sjrmétriquement, en deux portions égales , 
toutes les couches atmosphériques. Cependant, les variatioDS fré- 
quentes et singulières que la densité de l'air éprouve près de la 
surface de la Terre, modifient tellement la trajectoire lumineuse, 
que de concave qu'elle est dans l'état ordinaire de l'atmosphère , elle 
devient quelque fois convexe, et nous fait voir alors les objets au- 
dessous de leur lieu réel; c'est le cas des réfractions extraordinaires. 
Il peut même arriver que cette trajectoire soit à double courbure, 
et qu'elle donne lieu à une réfraction latérale. Quelques observateurs, 
et M. Delambre principalement, attribuent à ce dernier phénomène 
une partie des écarts des séries d'un même angle entre deux objets 
terrestres. Cette déviation horizontale ne pouvant être évaluée, ce 
qu'il y a de mieux à faire pour éluder son influence, est, comme 
nous l'avons prescrit, de prendre plusieurs séries d'un même angle 
iiux époques du jour où les réfractions extraordinaires sont le moins 
ù redouter. 
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Les opérations géodésiques que j'ai laites en Italie et dans le Mi- 
lunès, m'ont misa même d'observer moi-même ce dérèglement des 
réfractions terrestres. Les chaleurs d'été occasionnent contÎDuelle- 
ment des vapeurs qui s'exhalent de tous les petits canaux qui ar- 
rosent l'immense plaine de la Lombardie, et c'est pour ainsi dire 
un autre phénomène , que d'y voir l'atmosphère purifiée par les 
vents. 

îîi4. Voyons comment on mesure la réfraction terrestre, en 
supposant qu'elle n'ait lieu que dans le sens vertical. 

Si du point yi (fig. 44) , on observe un objet terrestre B éloigné, le 
rayon lumineux qui en transmet l'image , suivra , d'après ce qui prjé- 
cède, la courbe BDA^ et l'objet B sera vu dans la direction de la 
tangente à cette courbe, c'est-à-dire en jET. L'angle BAB' mesure 
donc l'efifet de la réaction sur la position de l'objet observé. 

'Dans la pratique de la Géodésie, la trajectoire BDAj dont il est 
impossible de connaître la nature , est heureusement toujours assez 
petite pour qu'elle puisse être assimilée à un arc de cercle, ou, ce 
qui est de même , être remplacée par son cercle osculateur ; ainsi 
l'angle de réfraction BfAB^ formé par une corde et une tangente, 
a pour mesure la moitié de l'arc AB soutendu par cette corde. 
Pour un objet 17 intermédiaire, la réfraction serait représentée par 
l'angle B^ADj qui aurait aussi pour mesure \ AD. Il suit de là, que 
la réfraction terrestre en A est proportionnelle aux arcs AD^ AB. 

Maintenant si, par les points AyD^B^ l'on conçoit les verticales 
AC^ DCy BC qui passent par le centre C de la Terre, les arcs de 
distance adj aby faisant partie d'un grand cercle, seront, à très peu 
près, dans le même rapport que les arcs corxespondans AD y AB 
de la trajectoire. U est donc vrai de dire que la réfraction terrestre 
est proportionnelle à l'angle formé par les verticales des extrémités 
de la courbe de réfraction. 

D'après cela, soit r la réfraction BAR correspondante à l'ampli- 
tude Cde l'arc terrestre aby on aura en général 

r 5= nCi 

n étant un coefficient que l'expérience fait connaître, et qui est 
constant pour le même état de l'atmosphère. 
Soit toujours Cle centre de la Terre (fig. 46),^ et B deux signaux. 
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Si du point A Ton observe le point B^ celui-ci paraîtra en B^ par 
i'efiet de la réfraction ; de même le point ji paraîtra en A' y obèenré 
du signal B. 
Faisons les distances apparentes au zénit 



et les angles de réfraction 

BAR = r, ABA" = r^; 

on aura, pour les distances vraies au zénit, 



pnsA = j ' + 7^ = zXi 

donc 

ZAB + f^BA = cr + cr' H-r+7^ (i). 

D'un autre coté, puisque l'angle extérieur d'un triangle vaut la 
somme des deux intérieurs opposés, on aura 

ZAB = C + ^BC, 
yBA = C 4- BAC-, 
donc 

ZAB + f^^ = 2<i + C = D + iy (a). 

Ce résultat nous apprend que les deux distances vraies au zénit 
surpassent deux angles droits d'une quantité précisément égale à 
l'arc de grand cercle mené d'un signal à l'autre. 

Enfin des équations (i) et (2), Ton conclut 

cT + cT' + r 4- r' = aQ + Cj 
ou bien, à cause que r est sensiblement égal à r^, 

. r = 7-r('^ + J'-a-») (5). 
Divisant tout par C, l'on aura 

et enfin, 7' = 7iC. 
71 varie d'une manière très irrcguUère, et il paraît impossible de 



LIVRE TROISIÈME. 545 

parvenir à assigner la loi de ces variations d'après les indications du 
baromètre et de rhjgromètre. M. Delambre a remarqué en France , 
que 71 a environ pour valeur moyenne 0,07876, ou simplement o,o8. 
Il a quelquefois trouvé par des tems brumeux 0,1 5, et en hiver 
seulement; plus communément 0,06 à 0,08 en été, et 0,08 à 0,10 en 
hiver. D'autres observateurs ont même trouvé o,5 par les tems de 
pluie. Si n était négatif, la réfraction abaisserait les images des 
objets, au lieu de les élever; mais ce phénomène est rare. 
Il suit de ce qui précède, que 



Il serait sans doute nécessaire que les distances zénitales des 
points ^ et £ fussent prises au même moment par deux observa- 
teurs ; mais , comme il est très difficile de recueillir des observations 
réciproques et simultanées de ce genre , on prend à chaque station 
plusieurs séries dans les circonstances atmosphériques les plus favo^ 
râbles, par exemple, vers le milieu de la journée et par un beau 
tems , et alors la moyenne des résultats de ces séries (art. 118) est 
celle qu'on emploie, soit dans le calcul du coefficient n de la réfrac- 
tion, soit pour déterminer les différences de niveau. 

ai5. Dans ce qui précède, nous avons supposé que les cercles 
étaient placés aux sommets des signaux , et c'est ce qui n'a pas lieu 
dans la pratique. Si, par exemple, le centre du cercle est au pointa, 
dans l'axe du signal, la distance vraie du pointa au zénit est Za£, 
et sa distance apparente observée == ZaB) désignons celle-ci par A, 
l'on aura évidemment 

ZAB = ZaB 4- ^Ba = A + ABa^ 

reste donc à déterminer l'angle ABa , qui est l'erreur commise. 

Soient AB^AB =iKy Aa = dHQt ABa = dAj le triangle 
ABa donnera 

sm dA = — g^ — . 

Prenant Parc pour le sinus, et réduisant en secondes, il viendra 

, . àH 8În A /r\ 

dA = j7—r 7 [b\ 

1. 44 
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Lorsque les triangles sont calculés saÎTant la méthode de Part. 1 55^ 
on obtient la corde de Tangle C pour une sphère dont le rayon est 
la distance de Fhorizon de la mer ml centre de la Terre, et cette 
corde est plus courte que la distance uB = K. Pour évaluer Fer- 
reur, on pourrait rendre dA firaction de la cor^e connue et du 
rayon de la Terre {Mémoire sur la détermination d'un jéLrc du 
méridien y par M. Delambre, page 9a); mais il sera suffisant, 
dans tous les cas, d'employer la formule précédente , en faisant ab- 
straction de la différence de l'arc à la coi^. 

La correction précédente étant appliquée aux deux distances au 
zénit observées , on aura , pour -celles qiU Faundent été aux sonmiets 
des signaux , 

ZAB' = A 4- dA = cT, 
VBA' = A' + dA' = cT. 

Bien entendu qu'il faudrait prendre dA et dA' négativement, s'il 
s'agissait de réduii^e les distances zénitales aux pieds des signaux, 
et comme l'on fait toujours en sorte de mettre le cercle le plus près 
possiiJe de l'axe du signal, l'on n'a aucun égard, dans le calcul de 
cette réduction, à l'erreur d'excentricité, parce qu'eUe est d'une 
extrême petitesse, ainsi qu'il est aisé de s'en assurer. 

Telles sont les valeurs à employer dans les formules (5) et (4), 
pour estimer la réfraction; mais, pour rendre cette théorie com- 
plète, indiquons les moyens de déterminer dJT ou la hauteur du 
signal au-dessus de la lunette, lorsque cette hauteur ne peut être 
mesurée directement. 

S'il s'agit d'une flèche qui ait peu d'élévation, on mesurera le 
diamèlrc à deux hauteurs différentes, ainsi que la différence des 
deux hauleurs, et l'on considérera cette flèche comme la pointe 
d'un cône tronqué. Or, soient 2?, U les diamètres inférieur et su- 
périeur, h la distance des deux bases, x la partie du clocher qui 
s'élève an-dessus du diamètre supérieur 27'; on aura, ainsi qu'il 
est démontré dans tous les élémens de Géométrie , 

Mais lorsque la pointe de la flèche est très élevée, une petite 
erreur sur la détermination des quantités JD — Z>' et A, pourrait 
en occasionner une très grande sur la hauteur x. Alors soit B (fig.46) 
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la pointe de la flèche observée du point ^y B'ià galerie où a élé 
placé le cercle : on mesurera le^ angles ZAB^ ZAB , et BABf 
sera la difierence des deu^ distances au zénit : or, le triangle ABB' 
donne 

AB' sin A 



BB 



smB 



i 



mais AB" est très peu différent de a6'= A", et Ton a AB^B^J^'+r^^ 

•r j donc Jff=2Q— ^— (J^'+Z) ; donc BB ou 



j-rr- KainA Kt\nA 



sm(J^ + / + -^) flin[i<^+iC+K^ — + ^3 
KiinA K aîn A 



Développant le dénominateur par la formule connue du cosinus 
de la somme de deux arcs, on aura 

OU bien 

d^= ecu^^w+ o [i-tapg^tang K<^--^+C)r î 

mais X (J^' — J^ + C) étant un très petit angle, on peut se contenter 
du premier terme de la série j donc assez exactement 

^jj^ KiAT^gA 



cQ9ts!i^ — t" + cy 



M. Delambre fit usage de cette formule pour déterminer les hau- 
teurs des flèches d'Amiens et d'Orléans; il observait dfifde deux 
stations voisines, et prenait le milieu entre les deux résultats dont 
la di^rence était légère. Dans tous les cas semblables, il faut 
faire en sorte de se placer le plus près possible 4u pQÎut de mire , 
afin que la réduction à ce point soit plus sure. 

Calcul de la réfraction terrestre. - 

216. A 37'" au-dessous du sommet. du signal A (fig. 45), on a 
observé la distancé au zénit 100^,2408 du sommet du signal JBj ré- 
ciproquement à i5",x au-dessous do rexUcmité supérieure du 
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signal Bj on a observé la distance au zénit 99^9369 du point ^ : 
la distance rectiligne entre les deux signaux étant de a86o4''975=jL, 
on demande la valeur de la réfhiction et celle de son coefficient? 

Pour réduire les distances au zénit aux sommets des signaux ^ 
on fera usage de la formule (5) : ainsi ^ par rapport au signal ^, on a 

dJHT = 17", A = ioo',a4o8, 

et par rapport au signal By 

àH' = i5",i, A' = 99^,9359; 

logdiî = i,fl3o45 logcUr = 1,17898 



1 sin A = 9,99999 1 ain ù! =^,99999 

c log /ÎC = 5,54508 clog /C = 5,54508 

c.logsin 1* = 5,8o388 c.log ain i* == 5,8o388 

logdA = 3,57940 = 579^,67 logdA' = a,5fl793 = 337%a4 

A = ioo',a4o8oo a' = 99^995900 

•f- dA = o ,037967 -f- dA' = o ,0337114 

Réduction 1 . » ^ .. Béduction 
au 



léduction ) , Q n K Béduction ) ^ c i? / 1^ 

^ . \ 100^,378767 = J" . » J 9S'>s596a4 = ^• 

aommet Ai ' ^ / / au aommet B i ^^ *^ ^ ^ 



Lorsque les distances apparentes au zenit sont réduites aux som- 
mets des signaux ) on emploie les formules (3) et (4) pour avoir la 
réfraction r et son coefficients. On ne peut, à cet égard, espérer 
d'arriver à des résultats bien concluans, que quand tous les élémens 
des deux formules dont il s'agit, ont été recueillis avec les attentions 
les plus scrupuleuses. Ce qui nuit singulièrement à la bonté des ob- 
servations et les rend très discordantes, c'est lorsqu'elles sont 
&ites dans les momens où les objets sont fortement ondulans. 

Les formules citées exigent que l'on connaisse l'angle au centre C 
exprimé en parties du grade. Or , la distance K entre les deux signaux 
udf et S, = a85o4",75 j et l'on a C, réduit en secondes, à l'aide 

de la formule C = — - 



ç ç sin 1*' 

parlant , log A" = 4,4549172 

c.l.sin 1* = 6,8o388oi 
c log / = 3,1954695 

3,454a668 = a846',2i. 
La distance ^B répond donc à un arc de 28' 46^31. 
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Four plus d'exactitude, on fera bien de prendre pour / le rayon 
de la Terre dont nous ayons donné la valeur moyenne à l'art. i3o; 
ou bien encore employer le rayon de courbure de l'arc Kj pour le 
lieu de Tobservation (art. 187). 

Voici maintenant le calcul de la réfraction r et du coefficient n. 

On a, par ce qui précède , 

(3) r = ^-H<^ + J''-aoo'), 

«t en vertu des valeurs trouvées ci- dessus , 

cT = ioo',a787*,67 

jN + J^'_2oo=: o,a383,9i 

î(cr-f.J^'~aoo) = — 0,1191 ,95 

iC= + o,i4a5,io 

r = -1-0 ,oa3i ,i5 log r = 8,36389 

c log C = 0,54575 

log 71 =5 8,9096a 
donc 71 = o,o8ia == ir environ. 

Ainsi, quand la réfraction est constante, on a 

r = TiC = (0,08) C. 

La recherche des lois de la réfraction intéresse singulièrement 
FAstronomie. Les premiers succès en ce genre sont dus à Lambert; 
mais ensuite Euler et Lagrange sont parvenus à déterminer , d'une 
manière plus rigoureuse, la trajectoire décrite par un rayon de 
lumière qui traverse l'atmosphère. Enfin, M. Laplace a perfectionné 
et complété cette théorie, dans le dixième livre de sa Mécanique 
céleste : nous en donnerons une idée par la suite. 

La réfraction terrestre présente, dans certains états de l'at- 
mosphère, des phénomènes très singuliers, et dignes de toute l'at- 
tention des physiciens géomètres. Voyez à ce sujet un ouvrage 
que M. Biot a publié sous ce titre : Recherches sur les réfractions 
extraordinaires qui ont lieu près de Vhorizon. 
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CHAPITRE XX. 

m 

Détermination des différences de niveau, par les procédés 

trigonûmétriques. 

217. Deux ou plusieurs points sont dits de niveau entre eux, 
lorsqu'ils appartiennent à une même snr&ce semblable et concen- 
trique à celle des eaux tranquilles de la mer; et une droite perpendi- 
culaire à la direction de la pesanteur est dite une ligne horizontale 
ou une ligne de niveau apparent En supposant que la Terre s^t 
une véritable sphère, toutes les verticales ou lignes de gravita- 
tion passent par son centre; mais si on regarde le globe terrestre 
comme un sphéroïde engendré par la révolution d'une ellipse au- 
tour de son petit axe, les verticales sont des normales à la suri&ce 
de ce sphéroïde. 

Ces définitions étant bien comprises, il s'agit de procéder à la 
recherdtie des formules propres à la détermination des diflerences 
de niveau dans chacune dés deux hypothèses précédentes, afin de 
juger avec connaissance de cause du degré de précîiSion qu'on peut 
obtenir dans les deux cas. 

1" HYPOTHÈSE. 

ha Terre étant sphérique. 

a 18. Soit C (fig.46) le centre de notre globe réputé sphérique, 
at-^, B deux points inégalement éloignés de ce centre. Si ^jB'est 
une ligne de niveau vrai ou un arc terrestre, la hauteur J5B' = t/iST 
sera la différence de niueau des deux points ^, B. Or, par les 
opc'îralions j;i';od(.'siques, on connaît la plus courte distance de ces 
points, ainsi que leurs distances zénitalcs réciproques, ou tout au 
moins Tune dVlics; on a donc tout ce qu'il faut pour déterminer dN. 

Ya\ cliôU jvpivsontons p:ir S" la distance zénitale apparente du 
poi::l /;, (>l)srrvro de la station u4] par S' la distance zénitale appa- 
renie du point -.-/, observée de Z?; par C Tangle que forment les 
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deux verticales passant par ^ et £ et se coupant au point C; par f 
le rayon de la sphère dont la surface s'écarte le moins possible de 
celle de la Terre aux lieux des observations; par r, f les réfractions 
dont les distances apparentes «T, cT' se trouvent respectivement 
affectées; enfin par -D, ZX les distances vraies J^-f- r, J" + /; et ^ 
supposons d'abord JD < Z?': le triangle rectiligne ABC donnera 

sin 2?' : / :: suxDif-^-dN', 
d'où 

.•y /sin Z> — sin iX \ 

■ 

Puis à cause de sîn J5 -*- sin JO' =î acos (-~— ) sin (—^ — "S , et 

de — ^ s= loo' + ^ (arl.ai4), ou de cos^— i — ^ = — sin — , 

on aura 

flçsin-ainK^'— O) flç sin - sin i (D' — Z>) 
^^^ linCaoo— />') ~ co»i(D — iX — C) ' 

Mais en général 

de plas /C =B JT, , JST, étant l'arc qui mesnre la distance des station» 
^, Bj et dont la corde est K; ainsi a/ sin - = JST, et 

ou 

Supposons maiotenant D > 2?'; le triangle ^BC (fig. 46 6« ) 
donnera « 

sin I? : /» :: sin ly : / + dN; 

par conséqumt 

'^ \ sinD >/' 

• 

et par suite, en procédant comme ci-dessus, ou, ce qui est plus 
simple, changeant dans le résultat précédent Z7 en /?', et vice versa j 
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puis supposant qu'on nivelle en allant de ^ en i? , 

dN=(K /^A a»nK/>--P) 



OU 



"^^ ^ cosiCD — zy + c) v^^ 



Si Ton compare cette valeur à la précédente (1), Ton reconnaîtra 
que celle-ci est négative et que Pautre est positive , mais que dans le 
dénominateur, la différence D' — D doit toujours être prise posi- 
tivement , lorsque Ton emploie pour K la distance des deux stations 
réduite au point le plus bas. Or, par le calcul d'un réseau trigono- 
métrique, K est nécessairement réduit au niveau de la mer (arta4i), 
et est alors représenté par a&'. Ainsi la difierence de niveau JBjB'ci^iV", 
obtenue à l'aide de JST = ab\ est un peu trop petite, puisqu'elle de- 
vrait l'être au moyen de .^jB'} mais dans la pratique, on peut, sans 
inconvénient , faire abstraction de la très petite différence des deux 
cordes ai', ^B". 

Afin de comprendre ces deux formules dans une seule, et de les 
assujétir à l'hypothèse présente , nous écrhrons 

r%\ s11\r^ Ksmjijy^D) Q„hîrn//Ar— -^«njÇ/^--^) 

•La réfraction ne modifie en rien ce résultat, puisque^ d'après ce 
qui a été dit à l'art. 21 4, on peut supposer r = r'. On entendra par 
le signe co, que la différence cT' 00 J^ qui entre au dénominateur, 
doit toujours être considérée comme positive et s'ajouter à l'angle C. 
Ainsi , le signe de dN^ qui dépend uniquement de celui du numéra- 
teur sin { (^' — /), sera positif ou négatif selon que l'angle «T' — «T. 
sera lui-même positif ou négatif. 

A moins que K ne soit très grand, on est dans l'usage de cal- 
culer dN^dX la formule approximative suivante : 

(4) c/JV^=iS:tangi(er-^c^O> 

qu'on obtient, en supprimant C au dénominateur de la formule (5). 
Si l'on voulait réduire celle-ci en série, on la mettrait d'abord sous 
cette forme : 



cos i Ci^' — <^) C05 'i c — sin i {r - <^) sîn i C' 



J 
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après quoi Ton aura visiblement 



(A) rf:^=-^«SÂfe$ 



cos i C Cl — tang i ('^ — ^) tang i Cj» 

et ensuite 



(5) dN = "^'""^^^f^-^^ [I- tang \ (J^'-J^) tang i C)]-' 

d'où Ton voit qu'en s'arrêtant au premier terme du développement, 
et Supposant cos ^ C= i , on a la formule (4). 

a 19.. Si l'une des distances zénitales et la différence de niveau dN 
étaient connues, et qu'il fallût avoir l'autre distance zénitale, pour 
réduire à l'horizon un angle observé entre deux objets inégalement 
élevés , la formule (A) donnerait sur-le-champ 

-jT^ cos 1 C 

et par la méthode de l'art. gS, on aurait, en série et en secondes , 

^ , ., jyx dK cos \ C /dNy sinJC /dN\' cos gC ^^ 

.^d —à)— ^ -^i;j-p VKj lin a' ^^Kk) ~^^'^'' 

on pourrait bien dans ce cas se contenter du premier terme. 

L'usage du théodolite rend ce calcul inutile , puisque les angles 
observés avec cet instrument, se trouvent réduits à l'horizon (art. 12 5); 
et ce qu'il y a d'avantageux, sous un autre rapport , c'est que la 
refraction, dans le sens vertical, ne peut jamais troubler l'accord 
des séries. Mais est-ce là un motif assez puissant pour négliger 
d'observer les distances zénitales au cercle répétiteur de.Borda? 

220. Ne faisons maintenant dépendre la série (5), que de la 
seule distance zénitale cT, et dans cette vue, rappelons -nous que 
cT + r = i« •+• î C — jIS"' — J')i on aura tout d'abord, en élimi- 
nant ^cT' — ^T) = i<i — (J'-f- r—^ C), 

(6) dN=^ K séc i Ccot (J^ + r — | C) 

+À'séc^Ctang^Ccof (ef+r — iC)+. . . 
I. 45 
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Dans la pratique, le premier terme suffîtle plu&soarent^ et même 
on a sensiblement sec j C= i ; partant 

(7) (/iV= K cot (cT+r— i C), 
ou en introduisant le coefficient n de la réfraction (art. 214)9 

le signe de dN dépendra donc de celui de (i" + ^^~' c\. 

Lorsque la valeur numérique du coefficient de la réfraction ne 
peut se déduire d'aucune observation directe , £iite à l'époque où les 
distances zénitales ont clé prises, on la suppose ordinairement de 
-f- 0,08. Dans le cas d'une réfraction extraordinaire, n peut être 
négatif 3 mais il n'y a que l'observation qui puisse véritablement 
faire connaître ce coefficient et le signe dont il doit être affecté. 

221. M. Laplace a donné, dans sa Mécanique céleste (tom. lY, 
pag. 27g), une formule analogue à la dernière ci-dessus; on peut y 
arriver aisément par le procédé suivant : 

Si Ton développe le second membre de la formule (7), de manière 
ù dégager la réfraction. Ton aura 



dN=zK 




tang 



g(^-7)*angr\ 



c\r . /. c\. ,/„ c 



= ifcot(<r— -)[^i— tang (eT— -)tangr— cot(«r— -)tangr^ 



sec 

tang r 



=À'cot(<r-|)- 



tang (l- - 




K tangr 



■('-?) 



sin 



quand on néglige toutefois les autres termes de la série. D'un autre 
côté, à cause da Ctrès petit dans la pratique, et de r=72C= /i— , 

on a simplcuient 

(8) (/iv = ^ cot f*r - ^) - -^ = À' cot<r+ -^ — ^., 
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ou ce qui est encore permis , 

(80 ,fj\r=A:catJ^4- — — — . 

Ce résultat jpet en évidence et le terme dépendant de la spihéricité 

A'* 

de la Terre, savoir —, et celui qui est produit par la réfraction, 

savoit . Il serait donc facile de former une petite table pour 

différentes valeurs de w, s'il n'était pas plus simple de calculer 
immédiatement (/iVpar la formule (y^. 

Lorsque l'on prend pour f sa valeur en toises, on a Iog/=6,5i549, 
et si l'on suppose n = 0,08, la formule (8) devient 

dN:=^ K cot J^ -f- 0,00000 0128 — 



si l'on veut au contraire un résultat en mètres, on a 

dN-ssL K cot cT H- 0,00000 006587 -^-77.- 

on voit donc que le second terme est proportionnel au quarré de la 
distance K, 

Un autre avantage de la formule (8) est de donner la valeur du 
coefficient de la réfraction, quand on connaît dN.^ K et la distance 
zénitale apparente cT : en effet, soit K cot cT = dN'\ on a 

(9) 1 — 27X = -i ^5 '-. 

Mais rien ne prouve que n soit constant pour toutes les trajec- 
toires lumineuses qu'on peut concevoir, au même moment, autour 
du lieu de l'observation. 

322. Lorsqu'on aperçoit l'horizon de la mer, d'un lieu élevé d'où 
l'on observe, il est fecile d'obtenir la hauteur de ce lieu au-dessus 
des eaux, au moyen de l'angle observé entre l'horizon et le zénit, 
si l'on connaît d'ailleurs le coefficient de la réfraction j voici com- 
ment : 
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Si, par le point B de l'observateur (fig. 47) , l'on imagine une tan- 
gente S-rif à la surface de la mer, le rayon terrestre C^=/ sera évi- 
demment perpendiculaire à \AB. Si l'on imagine en outre une ligne 
de niveau, ou un arc terrestre ^B' compris entre le point ^ et 
la verticale /^S, la hauteur cherchée sera BB = JV. Or, faisant 
comme à l'ordinaire la distance zénitale vraie f^.^^=D =zj^ + r^ 
J^ étant la distance apparente observée et r la réfraction; le triangle 
rectangle C^B donnera, à cause de l'angle CB^ == i<i — C, et de 

sin(i^— C) cosC 

Mais BJS^ z=iN:=CB — /, par conséquent 

7^7- ^ (1 -^ cos C) aaîp* ï C 

-^^ — f coaC ~ "' cosC 

Quelle que soit la hauteur de la montagne , la distance zénitale 
qui aura pu être observée du sommet, sera toujours peu différente 
de l'angle droit ; ainsi l'angle C sera très petit.Mais parce qu'en géné- 
ral tang mx = 771 tang x, lorsque x est un fort petit arc, et m un 
coefficient peu différent de l'unité , on a sensiblement 

Deplus,àcause de C = S+r^ i'^ = £r-fwC— i<i(art.2i4),ona 

enfin, 

(10) N=^ f -—-y, tang* (J^ — iQ), 

ou à très peu près 

N := if{i+ny tang* . dépression apparente. 

Toutes ces formules, dues à M. Delambre, et très utiles en 
Géodésie, sont fondées sur l'hypothèse d'une égale réfraction aux 
extrémités du rayon visuel; ce qui ne peut être rigoureusement 
vrai, sur-tout quand la différence de niveau des deux stations est 
considérable. L'illustre auteur de la Mécanique céleste a donné des 
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formules plus rigoureuses pour ce dernier cdSj nous les ferons 
connaître plus tard. 

aaS. On voit par ce qui précède, de quelle manière on déterminera 
les élévations des sommets des signaux au-dessus d'un même 
horizon 9 de celui de la mer, par exemple : ainsi, en en retranchant 
les hauteurs des signaux, on abra celles du sol au-dessus du niveau 
de rOcéan. 

En attendant que nous donnions un exemple de ce calcul , sup- 
posons que les points jB , 5', 5", 5^"^ soient inégalement élevés 

au-dessus d'une même surface de niveau, en sorte que K soit 
l'élévation du point jB' au-dessus du niveau de B ; K' l'élévation 
du point B" au-dessus du niveau de B ; d^" la dépression du point B"\ 
par rapport au niveau 5", et ainsi de suite ; il est évident alors qu'on 
aura généralement pour là différence de niveau des deux points 
extrêmes, H — 2?, en prenant positivement les hauteurs A, et né- 
gativement les dépressions d supposées observées de gauche à droite. 
Si la différence H — D est affectée du signe +, le point extrême S^"^ 
sera au-dessus du niveau de 5; et si elle est afièctée du signe — , le 
point 5^"^ sera au-dessus du même niveau. 

Concluons de là, que si N est la hauteur du point B au-dessus du 
niveau de la mer, N-^-H-^D sera la hauteur de tout autre point 
au-dessus de ce niveau. 

Toute hauteur au-dessus de la mer se nomme hauteur absolue, 
et la difierence de niveau de deux points s'appelle en général hauteur 

relative. 

Calculs des différences de niveau. 

3a4. Toutes choses étant égales, comn^ dans l'art. 916, on 
demande la différence de niveau des sommets des deux signaux 
^ et JB ( fig.45 ). Cette difierence est donnée parla formule exacte (4) 

<r = 300 ,378767 log K = 4^4549171 

J^— (^=+ 0,319143 Lsin^cT'— J)==— 7>399075o 
C=-f- ,a846ai ^- l.cosKer'~cr-f-C)= + 0,0000049 

^'_J^+C= + o ,603^ — 1,8559970 

Donc... c/iV'=— 7i",449. 
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Cherchons encore cette différence de niveau par la série (5) , ou 

^^ — cosiC ^eic. 

m 

1*' tenme. a* terme. 

log isr= 4^45491 71 iogrfzv2= 1,85599 

l.tangi(J^'-cf) = 7,3990778— ^ l.tangi(cr'—c^)= 7,39908 
c.l.cos ï C= o,ooocxx)3 Ltang ^ C= 7,54933 



log c/JV^= 1,855995 1 == — 71 ",448 log 2« terme = 6,6oa4o-^. 

Le second terme est négligeable , puisqu'il ne vaut que -y- o"',ooo4 ; 
ainsi, le point B est plus bas que le points, de 7i"*,45. Nous aurions 
pu borner tout ce calcul à 5 décimales. 

Si l'on ne connaissait que la distance au zénit cT, prise au pointue, 
il faudrait recoorii: à la formule (6) , ou à celle (7). Dans ce dernier 
cas et en supposant le coefficient tz de la réfraction = 0,08, on au- 
rait 

rfJV= K cot (/-f- 0,08 C — 0,5 C) = JC cot (eT— o,4a C), 

^= 100^,278767 log/iC= 4>4^49^ 

— 0,42 C= — o ,119541 — l.tang 15^9228 = — 7,39813 

/ — o,4^C = — 100,159226 — I 853o5 = — 7i",29. 

Enfin , si Ton n'avait que J"', et que l'on nivelât de ^ en JS, on au- 
rait la différence cherchée par la formule 

rfJV^ = — JS: pot (cr'+ r— i C), 

^ = 99^ 959624 - log a: = — 4,4549a 

— 0,42 C= — o ,11954* +!• tang 16^9917 = + 7.4oooi 

€^'— o,4aC= 99,a4oo83 — 1,85493 = — 7 i",6o. 

En prenant un milieu entre ces deux derniers résultats , l'on re- 
tombe sur le premier : ils seraient identiques, en employant la 
valeur exacte de n déduite des deux distances zénitales cT, S' 
(art. 216). 

Si dans cette dernière formule on eut fait précéder K du signe po- 
sitif, la valeur de S'aurait été elle-même positive, et pour lors elle 
eût exprimé que le point ^ est plus élevé que le point de station B. 

Dans le calcul d'un réseau trigonométrique , on a toujours soin 
de faire de fréquentes vérifications de tous les résultats qu'on obtient: 
par exemple, la différence de niveau des sommets des signaux ériges 
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aux points A^ B du triangle ABC (fig. 34) , après avoir été déter- 
minée directement par la distance AB, se vérifiera en passant par 
Je point C, c'est-^-dirp au moyen des ëeux différences de niveau des 
points A y G et des points C, B. 

Quand on emploie à cet effet des distances zénitales moyennes et 
réciproques , résultantes d'observations faites dans les momens les 
plus convenables et avec un bon instrument, les limites des discor- 
dances sont tellement resserrées, que Pon peut répondre des diffé- 
rences de niveau à 2 métrés près dans les triangulations primaires, 
ainsi que le prouveril tous les registres géodésiques du Dépôt de la 
Guerre : alors^ la recherche du coefficient de la réfraction terrestre 
perd un peu de son importance. Ce coefficient, assujéti à toutes les 
vicissitudes atmosphériques, varie tellement à certaines époques, 
pendant la présence du Soleil, et surtout dans les lieux bas et humides, 
que quand on parviendrait, a l'aide de plusieurs milliers d'observa- 
tions, à en déterminer la valeur moyenne d'heure en heure dans 
chaque saison , la probabilité de l'exactitude d'une différence de ni- 
veau calculée par une seule distance zénitale prise isolément, serait 
encore extrêmement faible ; puisque la réfiraction vraie peut différer 
sensiblement de la réfraction moyenne. Il n'y a donc pas de doute 
que les distances zénitales réciproques ne soient de beaucoup pré- 
férables dans les nivellemens géodésiques importans. 

226. Nous venons d'obtenir la différence de niveau de deux points 
d'où l'on a pu observer simultanément les distances réciproques 
au zénit : cherchons maintenant celle de deux objets inaccessibles, 
mais dont on a les distances rectilignes aux centres des stations. 

Du point A ( fig. 48 ) on a observé les distances zénitales des 
points Dy C'y l'une de 100^,367, et l'autre de 100^,8891. On demande 
Ja différence de niveau de ces deux points; sachant d'ailleurs que 
leurs distances à la station A sont respectivement de 28io8",2i 
et de 6448'",5i, et que le coefficient de la réfraction était ce jour-là 
de 0,08, à fort peu près. On a 

K == a8io8-,2i, K, = 6448-,5i, 

cr= 100^,367, cT, == 100^,8891, 

rfJV = ^cot(cr+ r — iC), dN, = ^,cot(cr,.f-r, — ^CO; 
ainsi la différence cherchée sera dN — dNi ; 



y 
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Calcul de la hauteur d'un lieu d^où Von voit ^horizon de 

la mer. 

• 397. Du sommet B d'une montagne (fig. 47) on a observé l'angle 
de 100^,3545, entre l'horizon de la mer et le zénit; on demande la 
hauteur du centre de l'instrument au-dessus du niveau de la mer, 
oii sa hauteur absolue. On a, d'après l'art, sâs , 

jy-= I / (1 4- ny tang* (J" — 100), 

i" = 100*^,3545 log 0,5 = 9>698()7 

— 100 log^ = 6,80453 

déprcsaion appar. = o ,3545 ^^6 ^^'^^^ = ^'°^^85 

^ '^^ ' '^ l.tang"(/— 100) = 5,49148 

log N 3= a,oGi83 = ii5'",3. 

Donc le centre du cercle était élevé au-dessus de l'horizon de la 
mer, de ii5",3. 

Pour que les hauteurs déterminées de cette manière s'accordassent 
avec celles obtenues par des mesures directes, il faudrait connaître 
la valeur exacte de n; mais conoune on est alors obligé d'employer 
une valeur purement hypothétique, il ne serait pas impossible qu'il 
y eut une incertitude de 10 à la mètres sur une grande hauteur 
calculée d'après une observation de l'horizon de la mer prise isolé- 
ment (Base du Système métrique, tom. II , pag. 769). 

328. Supposons maintenant qu'on ait déterminé, parles méthodes 
des articles précédens, la diOerencede niveau entre le sommet B de 
la montagne dont il s'agit, et un point quelconque P i ensuite la 
différence de niveau des points P, P'; puis des points P%P", et 
ainsi de suite; de manière, par exemple, que la dififereoce de niveau 

entre B et P . . . . = H-a2'",6 

entre P et P' = — 68-,4 

entre P' et P" .•., = —37 ,1 

entre P" et P"^ . . . . = + 4o',8 
entre P'" et P'"'.... = +ia ,0 

onaura(art.a25) + JÏ= +76 ,4 j — D = — 95,5j 

par conséquent la hauteur du point P^"^ au-dessus du niveau de la 
1.. 4^ 



/ 
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mer sera, suivant la remarque de Tarticle cité, 

iV^ -f- -ff — - -D = 1 1 5%3 -I- 75-,4 — 95",5 = 9&",2. 

Ceat ainsi que M. Delambre a fiiit le mYellem^it d'ane centaine 
de points de la méridienne de France, depuis l'Océan josqu'à la 
Méditerranée. Il est très remarquable que cette opération, qui 
n'était que secondaire, et dans laquelle on s'çst abstenu d'employer 
tous les moyens qui pouvaient la rendre plus précise, a cependant 
prouvé que les niveaux des deux mers n'ont aucune inégalité sen- 
sible. Les hauteurs absolues de tous ces points sont comptées à 
partir de la laisse de basse mer ; il faudrait les diminuer de 0^,97 
pour les rapporter au niveau de la mer moyenne (art. i44). 

Si, en faisant la triangulation d'un pays, l'on ne pouvait se procurer, 
par des mesures géométriques , la hauteur absolue d'aucune station , 
il faudrait alors recourir à l'usage du baromètre. Nous parierons des 
mesures barométriques, dans la seconde partie de cet Ouvrage. 

Les hauteurs des objets au-<lessu8 d'un plao de comparaison sont 
principalement utiles pour former le relief ^une carte topograpfaique. 
Les distances à la méridienne et à la perpenJKcidoâre, et ces hauteurs 
s'enregistrent dans un même tableau , afin de reconnstoe sur-le- 
champ les trois coordonnées de chaque liea. 

a« HYPOTHÈSE. 

Ut Terre étant un ellipsoïde de révolution. 

229. On pourrait craindre que les conséquences déduites de la 
théorie précédente, dans laquelle nous avons fait abstraction de 
l'aplatissement de la Terre, ne fussent pas assez exactes dans la 
pratique. Pour dissiper tous les doutes à cet égard, nous allons en- 
visager la question sous son véritable point de vue. 

En considérant la Terre comme un ellipsoïde de révolution , la 
différence de niveau de deux points, l'un étant sur sa surface, est 
mesurée par la longueur de la perpendiculaire abaissée de l'autre 
point sur cette surface. Par les opérations géodésiques, on obtient 
leur plus courte distance au niveau des mers, ainsi que leurs posi- 
tions géographiques : alors la corde de cette plus courte distance et 
la hauteur cherchée sont les deux côtés d'un triangle rectiligne 
donné de position, et dans lequel on peut connaître en outre, par 
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robservation, Tangle qiie le troisième côté fait avec la hauteur ou la 
verticale dont il s'agit. Relativement à la sphère, ce triangle serait 
invariable, toutes choses égales d'ailleurs, quelque part qu'il fût 
situé et quelque direction qu'il eût; mais il n'en est pas de même à 
l'égard du sphéroïde. 

a3o. Il résulte de la théorie exposée à Part. 167, que si Met M' 
(fig. 4o) sont les extrémités d'une h'gne géodésique K ayant pour la- 
titudes JET, H' y et que /», /' soient les longueurs des normales MN^ 
M'N' comprises entre ces points et ceux où elles rencontrent Taxe 
de rotation, l'on a 



a 



(1 — c»sin*i&)^' (i— c*siii»fl^')*"* 

Nous avons vu en outre à l'art. 189, que la différence de ces deux 
normales est du second ordre. Cherchons, par un procédé analogue , 
la différence de la normale / du point Mk l'oblique M'N=^ /, du 
point J!f', parce qu'elle nous sera utile. 

D'abord, en vertu du triangle NM'N'y et de ce que l'angle 
JVi^f'^^'=^I/, ona 

_ {cosB' ^ 

'^* "^ C08 (H' + 4) CO8 %Ki — tang 4^ tang IT) 

= / séc 4 (^ H- t^ûg 4 t^g ^' +•••); 
ou à cause de la petitesse de 4 > 

fi = f' (1 -+-tang4tûngjEf') 

= a[(i-l-ie*8in*J5r+ftf*sin*jr...)](i + tang4tangJï% 

ou encore 

/. = a fH-i^8În'jBr4-|^8in*^+tang4tangJï'> 
t H-^c*sin'H'tang4tangfr' J" 

D'un autre côté, le théorème de Maclaurin donne 

et puisque 

f = a [i + i <5' sin* jff-f- 1 e^ sin* JÏ4-. . •], 
on a 
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'^'^ a [«• sin ir cos JW -i- i e* sin» H' cos H'] , 



(f) 



par suite , 

/^ = a[i4-i^*8În*^'+|^8În*J3'...] 
+ ae'sinir'cosir'.Afr+a Çcos'JEf'.A^* 

et par coDséquent 

— ^ sin» JÏ'.A-ff»— tang 4 tang H'\; 

+ |c^8m»JÏ'cosJff'.AH 

— ie»sm»J5r' tang4 tangir' 

d'ailleurs, par Part. igS, et à cause de tang 4 = ^^ — à très 

peu près , on a en fonction de jff', 

tang 4 tang fi^' = 5* sin jBT' cos fi^' . AJSr— i e» sîn» ^ . A J5r» 

+ e* sin' JST' cos -ff'. A^; 
ainsi, définitivement 

f^f, = a(ie^ cos» H' . ù.ff' + ^e^ sin' ff' cos H'.LH \ 

\— ^4 sin' H' cos H'.LH—'le^ sin' Jï' cos JJ ^ AF j 

expression exacte aux quantités près du quatrième ordre, et qui, en 
mettant pour i^H^zH-^lF sa valeur approchée (art 19a), devient 

/> — />, ==/x===^a^ ^* cos» jBr'.cos»Z===5e» — cos* ZT ces* ^. 

Si Ton avait -£"=60000", il s'ensuivrait que fi = o"*,3cos*Zf ' cos»Z j 
il est donc tout-à-&it inutile de tenir compte des termes négligés. 

aSi. PROBLèMB I. Déterminer la réfraction terrestre par 
deux distances zénitales réciproques. 

Au point ikf (fig. 49), on a pris la distance zénitale ^ du point M\ 
et à celui-ci on a observé au même moment la distance zénitale J ' 
du point M\ on demande le coefficient de la réfraction. 

Kous supposerons toujours que la trajectoire MM\ décrite par 
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un rayon lumineux, a très peu d'étendue , et qu'elle se confond sen- 
siblement ayec son cercle osculateur ; ainsi , les réfractions aux points 
jSf, M sont égales (art. 3i4). Si donc un de ces angles est désigné 
par r, les distances zénitales vraieà seront cT -f- r, <r' -f- r. Ces deux 
distances zénitales n'étant pas en général situées dans un même 
plan, rien ne les lie entre elles ; mais soit cr,4- r l'angle MMVx 
formé par la corde MM et l'oblique iVJ^'/^.; alors dans le triangle 
recliligne NMM on aura évidemment, en Êdsant MNM = C, 

j^^-r + cT, + r= aoo' •+• C, 
d'où 

r=3oor + ^-(i±.^); delà/ + r=ioo+£ + (î:r^). 

Reste à trouver la relation qui existe entre cT, + r et cT' -|- r; car 
/. n'ayant pu être observée, il faut éliminer cette distance zénitale 
auxiliaire de la valeur précédente de r. 

Four cet effet, l'on remarquera que dans le triangle sphérique 
mniï (fig. 60), on a (z' étant l'azimut de ilf sur l'horizon de M y 
compté du nord vers l'est), 

cos («r, + r) = cos 4 cos (J^' + r) + sin 4 sin {^' -j- r) cos z% 
ou en supposant cos «4/ = 1 , 
cos (/, + r) — cos (cT' 4- r) = sin 4 sin (<r' + r) cos z' 



âsm 



in("^i=- + r)sm(— -^); 



or, i"^ et ^' devant dififêrer très peu l'une de l'aujtre, on a, par une 
première approximation, 

sin 4 sin (cT' 4- r) cos z'=3sin {^-^r) sin (cT'— J^,), 

et même 

<r' — «r, = 4 cos z', ou éT, = J^'— 4 cos z\ 

-A 

Substituant cette valeur dans l'avant-dernière équation ci-dessus, 
on aura plus exactement 

sin 4. sin {^' + r)co8 z' sa a sin («T-f-r— |co3 z') ain (~~)r 
«t par suite 
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à ■— ^i — p j. -1 

sin (^ + r) 1 1 — ^cos*'cot(/' + r) J 

= 4/Cos zTi -+- *co8 z' cet (/'H- r)] 
= 4 cos z' + H* cos* z' cot (cT' + r) î 

mais comme nous sommes convenos de négliger les quantités du 
quatrième ordre, nous aurons seulement 

partant, 

r=.c</+|_(i±^) (,): 

d'ailleurs, on a, par la théorie développée à l'art. 199; 

z' = Z — *y sin Z tang JT; 
de là, cos z' = cos Z + 5' sin' Z tang JET, 

et = 4 cos z' = e' cos' H' cos* Z.— : — i 

^ ^ un 1 

H- ^' cos» If COS Z sin' Z tancff. ' 5* ^ 

o ç» gin j» 

=^' COS» H' COS' Z. — : i 

( fein 1 

4-^ sin aj/'sin aZ sin Z.-r-. — -,: 

le second terme, qui est du troisième ordre, est tout-à-lait insensible. 
Quoique nous ignorions la nature de la trajectoire MM'^ cette 
courbe peut toujours, dans la pratique de la Géodésie, être, comme 
nous Tavons déjà dit, remplacée par son cercle osculateur; et alors 
il est évident que, dans les mêmes circonstances météorologiques, 
la réfraction terrestre est proportionnelle à Tangle C : on a donc , 
comme à Fart. ai4, 

Tenir compte du terme fl dans la formule précédente, c'est sup- 
poser que les observations de distances zénitales sont très exactes, 
qucla réfraction n'a pas varié pendant ces observations, et que la 
Terre est efTcclivcment un ellipsoïde de révolution j mais il n'existe 
sur tout cela rien de bien certain. 
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aSii. L'angle C e6t nécessairement déterminé, si Ton connaît sur 
le globe la position des deux stations M, M' (fig. 49). Or, par la réso- 
lution des triangles d'un réseau, l'on obtient l'arc de distance bm"j 
ou la corde bm" = JST du sphéroïde, comprise entre, les verticales 
f^Nj /^'jy'j et il est évident que cette corde diffère, dans tous les 
cas, extrêmement peu de la droite bm^ correspondante, puisque 
dans le triangle rectilîgne bm'm" , le côté toW opposé à l'angle 4 
de 5'' sexagésimales au plus, est extrêmement petit , et même abso- 
lument insensible, à cause du peu d'élévation du pointa au-dessus 
de m" ou du nivead des mers. £n. effet, en supposant m!'M' de 
aooo*, m'm!' ne vaudrait que o",o48 j ainsi nous considérerons k 
l'avenir bm" comme égal à bm'. 

On a remarqué d'ailleurs , que / — /^ =/a est une quantité du troi* 
sième ordre; d'où l'on peut inférer que si m'"N=^ mN(ûg.5i ), 
on a aussi à très peu près mm'" ou K^zssiK: c'est au surplus ce que 
prouve le calcul àuivant. 
On a d'une part 

K*, z=z 2f — a/* cos C = 4/' sin' i C, 
d'où K^ = a/ sin ^ Cj 

d'autre part, 

iS:* = /• + (f — /*)• ~ 3/ (f —A*) cos c 

= /** + V siD» i C— 4/a sin* i C 



et de là 



K = a/sini C+ 7-^^7 — ^Etsin^C. 



Cette dernière expression de JST, dans laquelle sin j^C est une 
quantité du premier ordre, peut se réduire à son premier terme, 

c'est-à-dire à Jf = a/ sin i C, puisque la fraction ^ - ^q qui ren- 
ferme la normale / au dénominateur, est de beaucoup inférieure au 
terme du quatrième ordre /^ sin ^ C. L'angle C sera donc assez exac- 

IC K. 

lement connu par l'équation sin ^ C =2: —, ou sin j C= — ?, puisque 
/ et /' ne diffèrent entre elles que d'une quantité du second ordre. 
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a53. Problème ii. Déterminer la différence de niveau de 
deux points, par le moyen de deux distances zénitales réci^ 
proques. 

Admettons la même notation que précédemment; supposons de 
plus, que h m' (fig. 4g ) soit la corde du sphéroïde qui mesure la di- 
stance rectiligne des deux stations 3/, M' ; menons mm' parallèle à 
]!^1M\ et désignons par dN la différence de niveau hm des deux points 
m^ m'. Cela posé, on tirera du triangle mNm' la propcHlioa suiTante : 

siD ( / -H r) : /, : : sin (/, + r) : / -f- dN^ 
d'où dN = ÇiJ;L2i+4 -c'"(^+0 

51D C/^+ r) ' 

mais/ss^+zt^jetif+rs loo^ + ^H ;— îj par conséquent 



a a 



j»r g, Çain (^. + — sin (/+ r)] 

^-^ — sîn(;^+r) '^ 

Deplusà cause de ^, + r-H <r H- '* = aoo' + C, oofi 

-î-2— + r=: 100»+ — : 
a ' 'a' 

par suite, 

S{, sin^Csint 1 

coï (^-^p. j cos - 1^1 - tang 1 C tang {-^)j 

= j:séciCtang(^)H-J8:séc iCtangiCtang'(~^)— /uj 
d'ailleurs ^, = /' — > 4 cos z', par couséqucnt 
dN=K séc i C tang (~^ + 1 cos 2') + A" sec ^ Ctang ^ Ctan 

{— — h -cos 2'^ 

L^_Z 

i — î tang >|/ COS z' tang r 

A" séc^ C tang ^ C tang* (^^) — A*- 







X 
• 
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K séc \ crtang(^^Witang4co8z'8éc*(~^)~]+etc. 

K 8éc i Ctang (^)h. iSTséc \ Ctang^ Ctaiig»(^) ' , 



4- — tang 4 C08 z' — fA) 



'* T 



-^^^> et séo^ C diffèrent Tune et l'autre très peu de l'unité. 

Cette valeur de rfZf, dans laquelle cT est supposée plus grande que^T', 
doit être prise positirement, lorsqu'on nivelle àtM! en M^ et^ 'Né- 
gativement lorsqu'on nivelle de Jtf en M\ c'est-à-dire quand on va^ 
du nord vers le sud; dans ce second cas, 

dN=^ A" séc i q tang (fl=f) — ^ séc ^ C tang { e?lang*(^^^ 

tang 4/ cos z' +)*'. ' 

Les deux derniers termes de cette valeur de dN se détruisent mu-5 
tuellement; en efièt, à cause de 

tang ^^ = a* cos* IT.AH^: e* cos' IT.-côsZy 
on a 

^tang 4 cos z'==7 ë» cos* H'.— cos*^; 
d'ailleurs 

(8) A* = î aa» ^ cos*a' cos';2r = i e» cos* H' . — cos* Z-, 
ainsi on a seulement 

(9) ffiV'=Ji:séciCtang(^^-JS:8éciCtangiÇt»^g«,(^. . 

Dans la pratique, on aura égard au signé cle la tangente, ce qui ren- 
dra les deux termes négatiË. » \ .- . ..; 

11 suit de là, que la différence de niveau sur le sphéroïde, déter- 
minée à l'aide de deux distances ziénitales réciproques, s'obtient 
comme sur une, sphère dont le rayçjp serait égal à la, noD3uale /. 
Cependant la vrare difiPérencê dé niveau cherchée est Bjif au lieu 
de bm ; mais il n'est pas difficile de voir que puisque ces déuxhauteurs 
sont proportionnelles aux lignes NB, J^T^^ja m^ Bjk — bm 

est tout-à-fait insensible dans la pratiqua et r Bien aii^dessous des 
erreurs qui affectent les observations. 

y . ... .... . . •> 

I. /,7 
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Il est à remarquer que la valeur ci-dessus de âKite doit être en 
erreur que de la moitié de la difierence qui pourrait exister entre les 
réfractians aux poiats itf et M'. 

â54. Problème ni. Calculer la différence de niveau de deux 
points, à Vaide d^une seule distance zénitale. 

Supposons d'abord, que le lieu ilf (fig. 49) le plus boréal SMt cebi 
d'où Ton a obserré la distance zénitale «T du pcMnt M' i on demande 
la différence de niveau BM ou bm\ toutes choses d'ailleurs étant 
comme dans le problème précédent 

Le triangle mNm' donne 

OU bien, à cause de / = f 1 + f^» 

dN^ ïln(>+r) f^ 

-(^+"-1+1) 

— «cot(/+r— ^) 



coa i cFi +tangi Ccot (l+r ^Vl 

= — jr sec ^ Ccot (cT+r— ^ 

+A^8éciCtangiCcof(cr+r— ^)— A*; 

ou changeant le signe de cette valeur , puisqu'on nivelle du nord 
vers le sud, et que J" est obtus dans la figure, 

(10) (/iyr=is:séciCcot(€r+r— I) 

— iS: séc i Clang -i Ccot»(€r+ r— I) 4- /M. 

On aura , dans l'un comme dans l'autre cas , égard au signe de la 
cotangente. 

Le terme /jl n'est pas détruit comme dans la question précédente j 
mais il n'y aurait aucun inconvénient à le négliger , car il est du 
troisième ordre , et le plus souvent en deçà des limites des erreurs 
d'observation : d'ailleurs l'enxur de rhypothèsc à faire dans ce cas 
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âm le coeflkient de la réfraction, l'emportera souTent sur la râleur 
de oe terme. 

On déduit, comme conséquence dé cette formule, celle (9) dé« 
pendante de deux distances zénitales , et cela en remarquant que 

j K tang 4 <5<>6 ^ — ft 2= G. 

Supposons ea sjecond lieu^ que Pon connaisse seulement la distance 

zénitale /^ observée du point M'i il est aisé de voir que Ton aura^ 
en nivelant du nord au sud, 

(11) ijy=: — iR:séciCcat(cr'-f-r~Ç) 

— A'séciCtangiCcof^cT' + r — j)— /*. 

Concluons de là, que la formule pour déterminer, sur le sphé- 
roïde, la différence de niveau de deux points par une seule distance 
zénitale, est dépeiMlant€i de rapiatiasemont, soit qu'on nivelle dv nord 
vers le sud, soit qu'on nivelle en sens opposé. M. Delambre a déduit 
de ses calculs une conséquence toute cootraire , pag* ^^46 et 7^9 .du 
tom. II de la Base du Système métrique décimal; mais il est aisé 
de voir que c'est par une légère inadvertance. On remarquera en 
outre que le signe du terme fe qui contient l'aplatissement, dépend 
de l'espèce deFangle observé. A cet égard, «1 peut établir pour règle 
générale, i"". queai la diaitanceaénitalex>bservée est > xoo^, le terme 
fjL est de signe contraire à celui du premier terme de la valeur de dN\ 
a*, que si cette distance zénitale est < loo', ces deux termes ont le 
même «igné. 

a35. Des deuxformules (10) et{ii), dans lesquelles on négligerait 
la réfraction r, la première relative à cT > 100^ donnerait évidem- 
ment une hauteur dN trop faible de toute la quantité due à cette 
réfraction, dans Hnypotliése que la densité de l'air décroît à mesure 
qu'on s'élève; et la deuxième, relative à J" < loo', donnerait une 
hauteur dHtxoç grande de la môme quantité ; ainsi in demi -diffé- 
rence de ces deux valeurs est précisément la correction à faire à 
l'une des hauteurs calculées. Or, soit Lh cette correction; comme 
elle sera donnée en mètres, on l'obtiendra en secondes par la for- 
mule suivante : 

(12) r = -rr-^ — y; 
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K étant la distance des deux points Mj M, C'est la une des mé- 
thodes que Méchain employait pour déterminer la réfractioD ter- 
restre. 

236. Problème ir. Déterminer la hauteur d^un lieu d^où 
Von voit rhorizon de la mer. 

Examinons, comme dans le problème précédent, les deux cas qui 
peuvent se présenter. Pour cela, supposons que la station Jlf soit 
boréale par rapport au point de l'horizon observé Jfcf (fig. Sa), point 
dont la distance zénitale apparente est cT; alors la hauteur cherchée N 
sera représentée par ^M^ et le triangle rectiligne MNM' donnera^ 
à cause que Tangle MM' f^x = loo* — 4 cos %' s^ xoC — 6, 

^_ C.[cog9— coi(fl + Q] ._,, 
^^ coa (ô + C) ^ 

_ Cl C^*^* * ( * —cos C) + sin 9 sîn C] 

^" cos d cofl C [i — tang ô tang CQ ^ 

ou simplement, à cause de la petitesse des angles C etd, 

= i/.tang'C+f, tango tang C — ji*} 
mais dans le triangle dont il s'agit, «T -f- '^ = loC + fl + C, ou 

«T + nC= 100» + 9 4- C, d'où C= fz:i.°° - ® 



I— Il 

amsi 



• • 



JV = i /. tang» (i— i^-J) + f, tang G tang (~i~) — ^ 

■ > . /^ — >co\ . „ . (^ — 100) 

= î /. tang* ("TziTr) — /*• ^^"S ^ *3°S (J^nT 

+ f. tang 9 tang ( ."^T ) ~" '*' 

La valeur moyenne du coefficient « de la réfraction étant seule- 
ment de 0,08 environ, il s'ensuit que le deuxième et le troisième ternie 
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de cette valeur se détruisent sensiblement; ainsi on a seulement 

et si l'on mettait / au lieu de /, , l'on ne négligerait encore que des 
quantités absolument insensibles dans la pratique. 

Le cas où le lieu de l'observation est au sud, c'est-à-dire en 
Jf ' (fîg. 55), se traite de la même manière. Soit alors «T' la distance 
zénitale observée j . l'angle auxiliaire iHM'/^, sera J^, + r, et la 
hauteur cherchée iV'sera -^'Af' ou ^*'M'. De plus le triangle MM'N 
donnera 

AT— C — Cicoa^ _ g(t— cosQ , 
■'^ — côsT cosC ^^ ^ 

2g sin* î C , * . 1 /^ I 

= |tang* C + M.\ 
et comme cT, + r = 100» + C, ou cT, + tiC = 100 + C, d'où 

p /, — 100 y — loo — Q 

""* 1—/» ^* 1 — /i ' 

il s'ensuit que 

A7_ c taDg^(^— lOQ — ») • ^ _ j. - tang*(/^— 100) 

-:.pbinafl tang(ir^ — 100) , 

— /tang« — (TITiïp '"'*> 

ou seulement 

N= |%^l7;°°^ - f tang Ô tang (J- - loo) + ^. 

Mais la petitesse de l'angle C permet de Ëiire 

f tang fl tang ( cT' — 100) = / tang fl tang C = 2/ sin ^ C tang ô 

s=a K tang 4 cos 7! ^^ sfc; * 
ainsi définitivement 

(i3') 2V = fi2^-=^ - Atj 

formule qui est la même que la précédente j parce que la différence 
de / à /i peut, conune nous l'avons déjà dit, être considérée conune 
nulle. 
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A la rigoear, les dtstanoes zénîtales a{>pareiite8 ^^ J^, priaes an 
même moment au point Jf, Tune vers le sud, l'autre vers le nord, 
ne doirent pas, en général, être les mêmes sur le sphéroïde; mais 
leur différence est si petite qu'elle échappe nécessairement aux 
observations; ainsi les termes du quatrième ordre, rc^etés des for- 
mules (i5) et (i5'), et de toutes celles qui précèdent, sont très 
inutiles. 

a37. Il résulte de cette analyse , ï"". que les Iformules pour calculer 
les différences de nireau sur le sphéroïde de révolution, sont les 
mêmes dans tous les sens du nivellement ; a**, que ces formules ne 
renferment plus les termes dépendans de l'aplatissement de la Terre, 
si on 7 introduit deux distances zénitales réciproques; ou bien si, 
en ne faisant usage que d'une seule distance, on opère dans le sens 
des parallèles ; S"*, enfin, que la correction d'aplatissement, lorsqu'elle 
paraît nécessaire , étant presque toujours au-deasous des erreurs 
des observations, le nivellement trigonométrique pent, dans tous les 
cas , être considéré comme ayant lien sur une aphére dont le rayon 
est égal à la normale comprise entre le point d'où l'on observe et 
Taxe de rotation de ta Terre. 

Il paraîtrait cependant convenable d'introduire dans les formules 
précédentes, au lieu de la normale dont il s'agit, le rayon de cour- 
bure de la ligne géodésîque K <d)tena à l'art 187. Sifon prenait ce 
parti, on aurait 

/>, / etZ ayant ici les mêmes significations qu'aux art. 187 et 192: 
mais après tout, ce serait compliquer, le calcul sans avoir l'espérance 
de parvenir à de meilleurs résultats ; puisqu'il existera toujours, quoi 
qu'on fasse, une petite incertitude sur les distances zénitales em- 
ployées conune clémens des dîflërences de niveau. 

Nous Icfons remarquer , en terminant cette matière, que la série 
(fi) trouvée à Fart. 218 , et qui donne la dîfïerence de niveau par deux 
distances zénitales , se compose de termes dont les valeurs numé- 
riques sont toutes positives ou négatives, selon que le second point 
est plus, élevé ou plus bas que le premier ( art. a33); il en est de 
même de la série (6) , art. 920 : ainsi en assujétissant à cette règle le 
sccodd calcul de c/iV donné à l'art. 224 , on a exactement 

dm = — 7 1"',4488 — o'",ooo4 = — 7 x",4492 , 

comme par la premiùrc solution. 
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TABLEAU 

De plusieurs quantités numériques employées en Géodésie. 

Rayon réduit en secondes / «-Bé-inule* -log./l' == 5,Si44fl 5i33i7 

( centésimales log.A* r= 5^8o388 oiaag/ 

log.demi-circonfér.d'on cercle dont le rayons i,... onlog . w :r? 0^497^4 987269 

Logarithme da nombre M par leqnel il faut multi- 
plier les logarithmes hyperboliques on népériens, pour 
les convertir en logarithmes ordinaires > ou log.ilf = 3,63778 43i i3o 

■la toise en mètres 0,^8981 999^7 

le pied en mètre '• 9;5ii66 87423 

, - le pouce en mètre. 8^43a48 749^3 

Logarithmes conslans et I j^ ,ig„e en mètre 7,3533o GaSoS 

additifs pour convertir ^ ,^ ^^^ ^,g^^ ^ ^^^ ^^^^^5 ^^^g 

la minute vulgaire en grade 8,26760 62402 

la seconde vulgaire en grade. .••... 6,4^4^ 49^9^ 

Les complémens arithmétiques de ces sept derniers logarithmes serviraient à con- 
vertir les mètres en toises, ou en pieds, ou en pouces, ou en lignes; les degrés 
décimaux , en degrés , ou en minutes , on en secondes vulgaires. 

Rapport de la toise du Pérou au fathom ou toise anglaise =s i,o6584335 , 
auivant la Base du Système métrique décimal. 

Logarithmes constans et ( en pieds de Londres log. 0,0276653 

additifs, pour convertir / de Vienne log. 0,0118410 

les pieds de Paris ( du Rhin log. o,oi47747 

Pour Taplatissement de la Terre 777, on a 



l<)g. du rayon de l'éqnateur en mètres, on log. a = 6,8o458 ^646 
log. du rayon du pôle en mètres, ou log.i = 6,8o3i7 46662 

log. rayon de la Terre i la latitude H, on log.r = 6,8o3886i + 0,00071 497 cos niSf 

-^ 0,00001 710 cos 4iSf 
log. rayon de courbure de l'arc per- 
pendiculaire au méridien ou log iV= 6,8062881 — 0,00070 ^7 cos 2jSf 

+ o, 00000 067 cos4i^ 
Rayon de la Terre supposée sphérique 6366198"* log. = 6,8o388oi. 

Rayon moyen de la Terre log. =: 6^8038793. 

Degré moyen en France = 67020 toises ^111 13'',4« 

3. ♦ 
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L*air se dilate de ~ de son yolume par chaque degré du thermomètre centi- 
grade, i partir de la température zéro et aous la pression atmosphérique de 0*^76. 

Le mercure se dilate en volume de ^3^ par degré du même thermomètre , et i 
partir de la glace fondante. 

Voici, las dilatatioaa linéaires de qoelqaes autres substances : 



00 



NOUS 



DIS SUBSTAVCES. 



Cuivre. 



mmamBmBasassstsaBoem 

DILATATION UNÉAIRE 



Pour an degr^ 
âm AiÊtmk. «ncigndi. 



Cuivre jaune. . • . 

ou laiton 

Fer doux forgé . . 
Fer rond passé à 

la filière 

Tube de verre 

sans plomb. . . 
Verre de France 

avec plemb. . • 
Platine 



0,00001 7%%44 
0,00001 yinaa 
o,oodoi 86671 
0,00001 88,971 
OyOQoot aao4S 

Oyooooi s35q4 
o> 00000 8757a 

0^00000 8719g 
0,00000 86655 



Pot I degré 
Mi tbmiiiMiaopflnifw. 



0,0000 ai53 

0,0000 fll^O 

O4O000 11334 
0,0000 fl36a 
o^oeoo i5a6 

Oi0ooo 1543 

0|00oo 10^5 

OjOOOO 1000 
CjOGOO 1070 

■ Il l l l « 



Toutes ces dilatations sont en parties de l'unité^ et sont comptée» i partir de la 
température zéro. 



Longueur du pendule simple réduit au vide, et 
battant à Paris les secondes de teuM mojea 



{ 



sexagésimales == û'ggSS^g 
œatésimttlts^ ss: o^4>9^ 



Dans la même hypothèse , et pour un lieu dont la latitude est H^ la loagueur du 
pendule simple , déduite d'un grand nombre d'observations , et correspondante i 

la seconde sexagésimale. . . . = o'ggoySy + o'ooSJgSa sin'H^ 
la seconde décimale = o'"73<)586 + o'"oc4o8o6 sia* H. 

Intensité de la pesanteur dans le vide, g^z^^SoS^, oorrespondanfe à une 
seconde sexagésimale. 

Vitesse du sqb^ 537'">a7 par seconde sexagésimale. 




* 



TABLES 



GÉODÉSIQUEa 



1 

■ 

I 



> f « 



Ibm. II. 



TABLE I. 

ARGUMENT ; ^ngle à réduire. 

Cherchez l'aagle observé dans la colonne à gauche et descendante , si iMt angle est 
moindre que 100° , et dans la colonne à droite et ascendante, s'il surpasse 100*. 

Pour un angle à réduire à l'horizon, le nombre tangente est positif, et le nombre a^an- 
gente est négatif; c'est le contraire pour un angle à réduire au plan des cordes. 



AnfiJc. Tang. D. Coung. 



6 






667,87 

Gia.î; 



636IÎ 



5tf8,.; 



5So,8l 
57li,ti4 



^;l^ 



i 






5io|36 

500,28 
4Ha,5o 

4S5,S3 
Ï8i,Sfl 

4:3,1,6 



IS4 



T>u«-D 



i 



08, .6 

a}, m» 
01,95 



fis;?: 

4'» 



TABLE I. Argument ^ Angte i réduire. 



Ingle. 



2a« I 

a 
3 

î 

6 

2 

- 9 
23 u 



6 

l 

a4 o 



6 

l 

a5 o 



3 
6 

2 

d6 o 



I 

a 



ï 

6 

2 

9 



Taog. 



I i6 
i,ai 

i,3a 
1,37 




1,73 

1,83 
1,88 



»>94 

'>9:i 

a,a{ 
a, 14 



a,ao 
a,ar) 
a,3o 
a, 35 
a, 40 



2,46 
a, 5] 
a,56 
a, 61 
a,66 



a,7a 
a, 8a 



î'9^ 
3,o3 

3,«>8 

3,i3 

3,18 



3,a4 



3,5o 
3,55 
3.(io 
3,fi5 
3,71 



51 

5 
6 
5 
5 

51 



5 

5 
5 



5 
5 
5 
5 



Cotang. 



5 
5 
5 
5 



5 
5 
5 
6 



5 
5 
5 
6 



363*o8 
36i,4i 

"1,76 



la 



356, 5o 




:i5i,7i 

35o, 

348, 



35o,i4 
"1,58 




t3Q,5a 
l:â,o5 



3: 

336,6o 
335,16 
333,73 



33a, 3 I 
33o,Qo 
3ao,5i 
3a8, i3 
3a6,76 



3a5,4«^ 
3a4,o5 
3aa,;i 

3ao,o6 



3i8,j5 

3i6,i6 
3i4,88 
3ii,6i 



3ia,35 
3ii,io 
309, 85 
3o8,63 
3v>7,4i 



3o6,ao 
3o5,oo 
3o3,8i 
3oa,63 
391,45 



3oo,a8 
895,70 



DUT 



•il; 
69 



61 
60 

58 

% 
53 

5a 

5o 

49 

48 

il 

4> 

I 

38 
37 

36 

35 
3 
3 
3a 

3i 

3o 

«7 
a6 

a5 

îl 

aa 
ai 

ao 

«9 

18 

18 

"7 

16 
i5 

W 



i78< 



177 



176 



.75 



^lA 



.73 



5 



a 
I 
o 



l 

5 



2 
l 



4 

a 



l 
5 



l 

5 



\ 



Aogle. 



270 , 

a 
3 

ï 

6 

\ 

128 o 



1 

a 
3 



\ 



6 

2 

9 
ag o 



6 

l 
„ 9 

3o o 



I 

a 
3 



6 

2 
- 9 

3i o 



I 

a 
3 

i 

6 

3a o 



Tang 



5 

5 

5 

^ 6 

9^H 



3V 
3,81 

3,86 
3,99 



i ,oa 

i,o2 
i,i3 
i,i8 
^^a3 




|,55 

L,6u 

1,05 
l'7o 
1,76 




5,18 

5,a3 

5,a8 




5,60 
5,66 
5,71 
5,76 
5,81 



5,87 
5,9^ 

6,o3 
6,08 



6,i3 



6 
5 
5 
5 



5 
5 
6 
5 



6 
5 
5 
5 



5 
5 
6 
5 



6 
5 
5 
6 



Goang. 



"i 



•58 



^i,a5 



«89,07 

a86,9a 
aa5,86 
a84,8i 



a83,76 

a8a,7a 

a8i,(i9 

a8o,r 

a' 



180,67 
»79,65 



378,64 
377,63 
376,63 
375,64 
374,60 



373,68 
373,71 
371,75 



368,80 
367,95 
36*^,03 

aGÔ,09 
365,17 



364,36 
363,35 
363,45 
a6i,55 
a6o,66 



a58,oa 
352, i5 
356,39 



355,41 

îfi:p 

35a, 80 
a5a,oS 




DUF 



la 

ta 
11 
10 

«9 

08 



o5 

o5 

o. 
o 

03 
03 

01 

01 
00 



98 



95 

9| 

93 
9a 

9» 

9» 
90 

89 
88 

lé 

86 

85 
85 

11 

83 

83 
83 
8a 
81 



17a* 



171 



170 



l 

5 



a 
I 

17a o 

l 

5 



a 
1 
o 



8 
2 



2 

5 

a 
I 
o 



1G9 



2 
5 

I 

a 
1G8 o 



Aogle. 



3ao 1 

a 
3 

! 

6 

2 

9 
o 



33 



1 

a 
3 



6 
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1,388 



1,5:^8 



1,564 
1,601 
1,638 
1,675 
1,713 



ao 



3,200 

3,252 

5,3o5 



3,4ii 
3,265 

3,520 
3,576 



3,63o 
3,685 

2'74i 
3,798 



3,91a 

3,970 
1,028 
1,086 
1,145 



L,2o5 

,265 
,325 
1,386 

1,447 



[,5o8 
1,570 
,633 
1,695 
1,759 



3» 



6,9*8 
7,oo5 
7,08a 
7,160 
7,î»37 



7,3i6 
7,395 



7,7i5 

7,796 

7, «77 

8,041 



8,124 
8,207 
8,291 
8,375 

8,4^ 



8,029 

8,8'>i 

8,887 



8,974 

9,o()i 

9,i49 
9,537 
9,326 



12,281 
12,383 

12,692 



12,900 
i3,oo5 
i3,2io 

l3,2t5 



l3,32T 

13,428 

.3,641 
ï3,749 



13,965 

l4,07( 
14,18^ 

ag: 



ii,4o3 

14,625 
■l»236 
14,848 



14,960 
15,073 
i5,t86 
i5,3oo 
i5,4i3 



M. 




36 



o» 



o,2o3 
0,217 
o,23o 

0,244 
0,269 



0,224 
0,280 

o,3o5 

0,321 

o,338 



0,335 
0,373 
0,391 

0I428 



0,446 
0,467 
oASn 
o,5o8 
0,529 



o,55o 

0.594 
0,617 

0,640 



0,663 
0,687 
0,711 
0,736 
0,761 



lO 



>r940 

ï,9y> 

2^o3i 

3,073 

3,Il5 



a,i58, 
2,200 
2,244 
2,288 

2,332 



2,376 

2,431 

2,467 

2,5i3 
2,559 



2,&t6 

2,653 
2,701 

î>,797 



2,8Î6 
2,895 
3,945 

0,046 



[,892 

[,886 ' 

fi95i 
i,oi6 

59081 




5w47 

5,at3 
5,280 
«,347 

M14 



5,482 
5,55o 
5,6iq 
5,688 
5,758 



5,828 
5.899 

6,112 



6,184 
6,257 
6,33o 

6, 



6,55i 
6,626 
6,701 

6:^2 



9,9? 

ip»o5o 

10, t42 



10,328 

10,422 
io,Di6 
10,610 
10,705 



10,800 
10,8^ 
10, 

II. Il 



11,283 
ii,38i 
11,480 
11,578 
11,677 



4" 



",977 
12,070 

",179 




V\^^ 



^9fOa6 



TABLE IV. 

PEEMIÈHE PARTIE. 
Pear fronyer Texoè» sphériqae d'an triangle sur 200 Grades. 

Argmaena. C6té et angle adjacent. 



G. G. 



o 100 

X 
9 

3 



I 



I 
a 
5 

i 



31 
39 
33 



36 

'3S 



95 



B 93 

9 9> 
o 90 



83 



6 84 

7 3 

é 83 

9 81 

30 80 



i 



9 

I 



3o 70 



3t 

33 

33 65 



3^ 63 

39 6i 

40 60 



4' 

i3 

i3 5 



55 



53 

53 

5i 

5o 



;ooo 



O9O0 
0,01 
0,01 

0,03 

Oy03 

o,o3 




0,06 

Oy08 

Oyo8 
o>o9 



0*09 
.0,10 

0,T0 

OyII 

o,]i 



OyI3 

0,I3 

o,i3 
o,i3 

o>^4 




0,16 
0,16 
0,17 
0,17 
0,47 



x>,i8 
o,k8 
0,48 



0,18 

0,19 
0,19 

Oytg 

o><9 



Oftg 

0,19 
o»«9 
0,19 



8000 



0,00 
0,01 

Oy03 

0,03 

o,o3 



Oy05 

o,o5 
0,06 

0,08 



0,08 

P»09 
0,10 

0,11 

0,11 



9000 



p,oo 

0,01 

P,03 

.o,o3 
o, 



►,o4 



P,o6 

PjOJ 

P,o8 
0,09 
0,10 



0,11 
0,13 
o,i3 
o,i3 

^* il 



lOOOO 



OyOO 

OfOi 
0,03 

0,04 

o,o5 
0,06 



o,.>7 

P,o9 
0,10 

0,TI 
0,13 



P,i3 
0,14 
0,16 
0,12 
0,18 




0|ï9 
0,30 

0,31 
Oy33 
0,33 



0,34 
0,35 
0,36 
0,32 
0,38 



OfOg 
0,39 
o,3o 
o,3i 

0,33 




o,36 
0,36 
o,36 
0,37 
0,37 



o,38 
o,38 
o,38 
0,39 
0,39 



o,.j9 
0,39 
0,39 
0,39 
0,39 



ITOOO 



0,00 

0,01 

o,o3 
0,04 
0,00 

o>o 7 



o»o9 
0,10 

P,T3 
O, l3 

o,f5 



.0,16 
0,17 

.o»«9 

p,30 
0,9B 



0,33 
0,34 
0,35 
0,32 
0,38 



»?9 



o 

o,3o 

0,33 

0,33 

0,34 



0,35 
0,36 

o,3o 
o,38 



0,39 
0,40 
0,41 
0,43 
0,43 





I3000 



.0,00 
0,03 
0,04 

o,o5 
0,07 

_0f09 



0,10 

0,13 
O, 

o»i7 



S 14 

S 16 



o,ï9 

0,31 
0,33 

O, 



>,34 

S 36 



0,37 

0,39 

o,3o 

0,33 

0,33 



o,3T 

o,36 

0,38 

o»39 

0,40 



0,41 

o,ii 
o,i5 
0,46 




o,5i 
0,53 
0,53 
0,53 
0,54 



0,55 

0,56 
o,56 



o,5(i 
o,56 
0,56 
0,57 
0,57 



r3ooo 



0,00 
0,03 

p,o4 

0,06 

0,08 

0,T0 



0,13 
0,14 
0,17 

0,19 
0,3I 



0,33 
0,34 
0,36 
0,38 

o,3o 



0,33 
•,34 
0,36 
0,37 
0,39 



0,41 
o,^3 
0,^5 
o,i6 



•,48 
i,5o 



o,5i 

0,53 

0,54 



0,55 
o,56 
0,5^ 
o,58 
0,59 



0,60 
0,61 
0,63 
0,63 
0,63 




0,66 
0,(36 
0,66 
0,66 
0,66 



n4ooo 



0,00 

P,03 

o,o5 
/o,07 
0,09 
0,13 



0,14 
0,17 

0,19 
0,31 

0,34 



0,36 
0,38 
o,3i 
0,33 
0,99 





o,56 
o,58 
0,59 
0,01 
0,63 



If 



0,66 
0,67 
0,69 



0,70 
0,71 
0,73 

0,73 



0,74 
o,:5 

0,75 

0,76 

0,76 



0,7? 

o»77 
o»77 
0,77 
0*77 



i5ooo 



0|00 

o^ 
0,06 
Oyo8 
0,11 
0,14 



0,17 

0,19 
0,33 

0,35 

0,37 



o,3o 
0,33 
0,35 
o,38 




6,56 
o,58 
0,60 
0,63 



o,bh 
0,68 
0,70 



0,73 
0,75 
0,76 

0,77 
0,79 



o,tto 
0,81 
0,83 
0,83 
0.84 



o,H5 
0,86 
0,86 
0,87 
0,87 



o,H8 
0,88 
0,88 
0,88 
0,88 



SUITE DE LA TABLE IV. 

DEUXIÈME PARTIE. 
Poar trouver l'excès sphërique d'sa triangle sur 30O Grades. 

Argumena. Calé et angle adjacent. 































G. G. 


iGnoo 


17000 


18000 


tgooo 


„««. 


aïooo 


aaooo 


a3ooo 






il 




06 
■S 


0,07 


^ 


16 


o,.S 




o|a5 

0,17 


o'.oS 

i 


0,00 

(*,ao 
0,96 
0, 3» 






2 i 

,? 1 




'9 

II 

18 
3i 


l;l5 

0,35 


° 


35 
39 


0,35 


i 


o,3d 




o,58 
o,6i 






,i 85 


^ 




»,Ï0 

i 

0,55 

o,58 

"'«4 

0,07 


<• 


|_ 

B5 

es 


0,56 

o.Go 
..M 

o,83 


o,S3 
0,5» 
O.S. 
«,6, 
o,7' 


S 


.,64 

y! 


•:1 

0,88 


i 




o,So 
0,91 


0,88 

0,93 
0.97 


o,gr 
0.97 
1,01 
1,07 


i'o6 J,' 




n 





60 




l 


si 

90 


0,07 
0.90 
0,93 
".97 


o,B6 

1,07 


i|i5 
','9 


'.'7 

i,3o 
..34 


il 


1 






l 


5? 

77 


o,85 
0,87 
0,90 


l 


i 

o3 


i,.j3 
i,q6 


,,■4 

'.'7 


l,-io 
1,33 


i;s4 








Il ^ 

35 (i5 


l 


K3 


g 


; 




l,îo 
1,33 
1,35 

1.18 
1, a 


il 

''.H 




1,85 


'.1 

il 




3a & 

3i) 6i 
4;, 1» 


l 


9' 




' 




1,33 

1,35 


iiji 


il 

i,fi3 

r,(i5 


n;4 

'.77 

:;s? 


1,88 
1,91 

il 


iiii 




T S5 


l 




'."Q 


; 


i3 

II 


i.J<i 


1,5.3 

•di 


i,G6 




1 


i,'7 

1,1g 




à Si 




00 


,,.3 
i,.3 

i,i3 
i,i3 
.,t3 


i 


16 

17 
'7 
37 


''^' 

!''! 


i,5(i 
i,5G 
..57 

■ !5; 


1)73 

'.;3 

i,7Î 


',90 

1,90 


a,Q6 

3,07 

la 

3. "8 


i 

































SUITE DE LA TABLE IV. 












DEUXIÈME PARTIE. 










Pour trouver 


l'excès sphérique d'un triangle sur aoo Grades. 




t, 






Argumena ; Côté et angle adjacent. 








G. a. 


a^ioo al 


^ 


17000 


aSooo 


39000 


3.™ 


31000 


3,000 


33000 


« lOO 


„„ 




»», 






00 


0,00 


00 


00 


, ; ;? 






:;^ 














o,i5 




0.19 




o.aa 


o,^ 


o,a5 


o,a6 


'il 






0.45 














o,3i 


,33 
4' 


::S 


It 


t:ii 


:;Ê^ 


o,So 
o,63 


::^î 


6 !rf 

, 2 ^ 


:â" 


,5., 

,58 


0,54 




0'^ 


l'M 


0:3; 


::S 








«:é^ 


0.77 










9 9' 




.7i 




o.!)» 


».» 
















o,l,S 








'.'7 






;; su 

i3 8; 


0,90 


>9" 


.,14 


::1 




Isi 


!;3^ 


■ ,18 


k 


:;î; 


■S 8S 


'.4 


,.3 


,',3a 


i,3i 
..40 




■.t 


1,61 

'.7' 


l:îj 


1.91 


iîî! 


i,i5 


,35 


'•Us 


il 




■k 


!;6^ 


i.fla 


■,i\ 




1,3a 


1 








i.Bg 




a, rS 




■s S' 


1,38 
■,44 


\% 


;:î; 




,'4 


;;S 




3,l6 
a,3H 


\f. 


h; 53 
= 11 


i,5o 




..,5 








a,3i 






i,(ia 
1,68 
1.7Î 


.M 


;;g 


.,04 


a!iS 
a,>6 

1,34 


1 


3,58 

3,6, 


3,r.6 

a, 75 




El 

s II 


i 




a! -5 

3^36 

3,Ï3 


;'r 


a|6i 

a.C7 


a,;a 




3,1» 

3,18 
3,, S 


3.11 
3.30 


li ^ 


î,o7 


■i 


^1 




^S? 




^^ 


?i; 


i;êl 


i.iS 


,33 






a,8o 




3,3i 




■ '.fi 


35 65 




.^7 




■".74 


>.RI 








■ .i, 1 


3a Cl 


ï,»5 

3,3l 




â;l5 

a, 69 






3,,4 


3,55 


i 


3,», 1 


S .. 


a, 33 


,5î 




a,it 


3..1 


3.JG 


3.% 






* ■ !9 


a, 36 




a,;a 


3.9'* 




J,l9 


3,6, 








9,38 


,J3 


9.Î7 








3.65 


3,8(1 


.'i 


1 a 

. < S5 


'■'^ 












3,(8 








a! 83 


t^i 


i;â 


^:!4 


3.73 


l:S 




■ ' H 


>, î 






3,.S 


3.5i 


3.74 


3,<iq 




l 5' 




•?! 






3.») 




3.'iù 


























1, 5 


,05 


a, 86 












;a 




a, 5 


»,<i5 


a,86 


3;o7 


3,3o 


3,53 


3:77 


^•" 



ïïm. i. 



SUITE DE LA TABLE IV. 

DEUXIÈME PAJETIE. 
P6ar trouver YétcH sphérique cfa* triftogle nir atto-Gnàtm. 

Argnmeiu : Côté et angle adjacent. 








SUITE DE LA TABLE IV. 














DEUXIÈME PARTIE. 












Pour lrouT«r l'excès eptérique d'un triangle sar 200 Grades.' 












Argument : Côté et angle adjacent. 










G. G. 


4j™ 


4*», 


45QOO 


46000 


4!"» 


4s«» 


490»» 


Soooo Ù 


«<, 




O loo 






0™ 


.00 


OM 


000 


0,00 


00 


00 




; 38 




:;i4 






:;sî 












o,4fi 


o,5o 


a,53 


•,5; 


a,6o 


0,63 


a 












o,;8 












t $ 


°% 


0.95 


1,00 
i,a5 


i:;* 


;:^ 




'.47 


«.M ■ 


60 








',^r' 


:;!? 


1,5a 








1,8 I 






2 9^ 
g SI 






>,8i 


1.80 


".9î 








;:L1 






:;^ï 


a,4i 


a,5i 


l:ti 


vM 3 


g 




iD go 




9,31 


.;48 


>,52_ 












u s 




a,S6 


î'S 


îi,Hi 
3,ofi 


Î'S 


3,33 


»:;? 


3,3i 3 
3,6i 3 


4ii 
7IJ 




;| & 

15 85 


B 


3,16 


,3o 
.Si 


1 


4,1. 


â 


B 1 


35 

3_ 

9« 




lé 8» 


3,70 


3,8; 


î-:^ 


|a3 


,.8 
.4' 


K 


■a 


fâ î 






4.0: 




.45 






,o5 


5,aG 5 


Ît 




n» 8. 


î;" 












5,3o 


S, 5a 5 




















S. 77 S 






;; ï8 




.«i 






,3i 






6,01 (. 








4;;j 








é 










'4 13 
3 is 


4>Hti 




5,5o 


■•,87 


6,a3 


6,49 f 


^■5 




2;^ 


sIm 


i:J5 


S:§3 


5,9J 


. t-M 


e'.S, 


6;ii4 __I 


90 




■6 î4 




s,S4 


S,»o - 


e.o^i 


0,3j 




6,8; 








5 ;i 


ï'?i 


H" 


J-?i 


S'i: 


6,(« 


«,;» 


V"^ 


7136 ; 








5.:4 


6,01 


6,^8 


6,85 








V. 








6,. 5 


«,43 


6.7" 




jIî. 




?:94 f 




35 6, 
3S 65 




6,>9-' 


«,S8 




7,-8 




7.8" 








6,i3 
e,i5 

6,3(i 


i 


|54 


?:l 


?l 


?:3 


8^7 


8;« 8 

8,45 8 
8,So S 




6.47 


0,71 


7,"9 


7,4" 


7,73 






8,;5 s 






38 6a 
^ 6^ 


t',â 


6,8» 




7, Sa 








8.88 s 






6,98 






7,9e 






9,oi 9 


11 




ta 

6,»9 


B 


;ii 


?;H 


t-3 


8,(io 


te 

8,B7 


9. '3 il 
9.»4 9 
aJL4 i' 


61 




1; a 


?;2S 


1,So 

736 


7.84 


7.'.8 

8,oS 


8,33 
8,40 


8;é3 
8!^ 


?;S 


9,43 i, 
9.51 


8. 
8() 




^ 55 


7.'7 


;;l! 


7,85 


8,1. 
8,16 
8,.. 


8,5; 


8,3. 


0.58 (} 


09 








7.S4 


!,»9 


6,-4 






5,33 


s.;4 














8,67 








16 




48 Si 
4B Si 


?;S 


7,fo 


S4 


S;S 


9:03 


^1; 


b!8i 10 


'9 






7,>« 




7.95 




8,67 


9,43 


8,8. 


it 







SUITE DE LA TABLE IV. 








DEUXIÈME PARTIE. 










Pour trouver l'excès sphérique d'un IriaDgle sur 200 Grades. 






Argumena r Colé et angle adjacent. 








G. G. 


5iooa 


53000 


54000 


55000 


56000 


5;ooo 


58000 


5900a 


eonu 




OÛO 


000 


00 


000 


000 


00 


00 


00 


0,0» 






o,3i 


0,3a 


0.37 




0,40 


..»4 


"'i^ 




î f- 


o,6j 


■.Il 


l'ia 




0,77. 




1.39 


::3 


! $ 
2 ^ 

Ô ga 
9 9' 


1,33 

1,66 

il 

3,ûi 


■,44 

'.79 


;:J3 


;l 


l,liO 


Î.07 


;:a 


'.77 


1 




a,-<3 

il 

3,67 


3:S 


3,.>1 


,1» 




3,o« 

1:?î 




; 53 


î^ 






)■« 




|a5 

,t«i 


fâ 


«■S 






H" 

5,1»' 


b 


.,83 




h 


sis» 


S-ï 








5.39 


5.5., 


5,5 




6,3. 


-4#- 


.1,31 


.51 


5.7" 


5,!>î 










S;fi 






e,o5 




(i,So 


6,71 












6,36 






;,o8 








? S: 


i-S 


6,4s 


ï:ii 


6,. pi 


?:fi 


?:£ 


i-M 


é,oi 


éiS 




; ?3 








Î.a8 




î'S 


e,io 








6,î7 


6,^7 




7.57 


iii 


8,4' 


8.7 « 






3 il 


3,qa 
7. "7 


VM 


a. 


è,,s 


S:» 


a.! 
9.0 


l:S 


9.« 












9.0Î 


D.i' 


9.67 


■ o.oo 


il 


7.74 


B.ol 






8,y8 


9.JQ 


9,a 


9.!/i 


ro.î. 












s-s 














9. '3 


S. 49 








39 :i 


«;59 


«l'I» 


ll;:« 


9.37 


y.7J 

9.9^ 


10, 3i 


;::« 


10,80 
11,06 


;;:a 


3i ^ 

33 (ij 

34 Ui 




oJso 

9.<^7 


9,lJ 


10, oj 

;3 


'". '.9 


..,.8 


m!?5 

;:;S 


..;s4 




3S (if. 




9,8. 




■o,.i; 


,.,37 


".;7 


.3,18 


..:«. 




9.fi' 


9,y8 




io.:3 


11,13 


,,.54 


■■,St5 


i::S 


■il 


37 <i3 




:^:^ 


ÏoIM 


10,90 


;i;i5 


','.:u 


lalaS 


3a «1 


10,00 




10,77 




.3,43 




.3.!- 




lo ftl 




.o,4a_ 


">.■» 










i3,oo 










:^;^ 






ll,»J 


■ >,i5 




1J,.3 






10, -jS 






.1,93 


i'i,3(> 




ili 


.jIS} 


Il u 


10, j4 


îoiéï 


iilaj 


"■M 




U;i3 


.3;à, 


;« 




i 55 
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TABLE V- 

DEUXIÈBfE PARTIE. 
Pour trouver Texcèi sphériqae exprimé en secondes centésimales. 

Argumenfl : Base et hauteur des triangles. 
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TABLE VI. . 

Four la rédaclion des Angles aa plan dei Cordet. 

Argiimena : (.P+f) et (.P—P"). 
Somme ou différence des distances en mètres des deux signaux observés. 
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TABLE \II. Grades de Longitude [errestre dans le Sphéroïde, en supposant l'aplatissement de j^. 






9934,3 
9»9J3.6 



61,4 

8S,a 

rSÏ,n 



SiË:i 



»t<5c>i;,4 

8;o56,î 
BSjfii.o 
84S).,4 
83780,9 



1T19.5 



3&ii3,4 
3ln3l,6 



Wt5»8,S 
38017,0 
rfSoo.î 



Boi;4,i 

7^33,3 

78150,9 



54i'<', l 



18830,3 
1716», 6 
i57H ,6 
i4i53,6 



IsSU 



i53o,5 

i536,4 



j356,o 
i5(i6,- 



74 '-3. 8 
73108,0 



TABLE Vin. Grades de Latitude terresire dans le Sphéroïde, en supposant l'aplatii 




Métia 



93:53,5 



100331I7 

.oo3^.,i 
ioa3So,i 

[oo35a,8 
100367 ,^ 



^'7/ 



iSli 




TABLE IX. 



y désigne le rayon de courbure da méridien â la latitnde H|, et N celui de Tare perpendictilaiFe. On â 



mx outre log ^=r^^» ^ ïogF=ïf 



sini 



Cette Tabift eit calculée pour rapIatiMement -^^ qui paraît convenir à la France» 



Atgunib 
Latitude H. 



Log>. 



6,8o3î 
6,8o3!(âoa 

6»8o34^>92 



6,8o35^ 
6,8o35^a'7 
6,8o363â6 
6,8o36g54 



6»8o3353| 
ây8o5oioj 
6,8o3^6^1 
6,8o3<)2|| 



6,8o398f^ 
6, 6041 593 



6,8oA30QO 

6,8oii657 

6,8na32a4 
«,8043789 



6,8044353 
6,8044016 

6,8>4d4:: 
6,1 



6, 8046535 
6,8047151 
6,8<»' 7705 
6,8o48a57 



6,8048807 
6,So|9356 

6,8«J9^)8 

6,8000439 



Difflcom. 



563 



570 



570 



??7 



«4 



557 



55o 



Log Fac P. 



9,ooo58o2 
9,ooo5x{o 
9,0001675 
9» 0004 109 



9,0003542 
9,oooî 
9,oaoa^ 
9,oaoibJ7 



9,0001267 
9,0000698 



9,0000127 



►9999557 



2'' 

g,999«4«7 
5» 9997»»» 
«•9997^9' 



5»99»Çl44 
§»999^:'577 

8,999^012 



8,9993^--; 

2»9ft>3^ 
8.999»:« 



8,9992706 
8,99yiCi5o 

»»999»0;fi 
8,ç;9iyo544 



5,992î)994 
8,998^>»45 
^,9!A9«3 
8,9988362 



LogN. 



6,8061044 
6,8061212 
6,^061419 
6,8061609 



6,80^1702 
6,8o:*i98S 
6,,8o6'ii7fi 
6,eoS2:]65 



6,8062555 
6,8oGa74^ 
6,8062935 
6,8o63ia5 



6,8b633i5 
6,8o63 06 
6,bVi3696 
6,8o(i3885 



6,806 J! 
6,806445* 

6,bo(i4Ù4o 



6/0(34829 
6,8o6&>i7 
6,8of>52oS 
6,8065390 



6,8065576 
6,^055761 

6,^o66l3o 



6, 8066:5 1 3 

6,8o66r>76 
6,bo66b57 



Diff. coB. 



190 



189 



186 



18S 



Log Faci. P, 



«»99r^ 
5» 9977* 
»»9K7«9» 



^997flP» 






t: 
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8,99734» 



2,997?* 
fe,997^« 



g.997«i» 
5»997»»ï 
8.99:*«» 
8,997i9if 



TABLE X. 

Valeurs dq facteur e* cos* H- 

Aplatissement^ -i 



Latitude^ 
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6 

l 



'M 
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7,boo77 



7i 

7. 

7.797»9 

7»79»« 

7»794*> 
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7. 



7» 
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e* cos* H. 
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SUITE DE LA TABLE X. 

Valeurs du facteur e* C03' H. 
Aplatiasenient, 7^. 
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ÈBÊtÊÊÊmKA 



TABLE XL (Aplatissement, j^j). 
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Log du facteur 
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0045777 
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004^4^^ 
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5 
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00 
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03j|l 
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o3i5 
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0634 
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0943 
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D. 
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8 

9 

8 

9 
8 

9 
8 

9 
8 
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8 
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8 



9 

9 
8 

9 
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9 
9 
9 
9 

9 
9 
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9 
9 

9 

9 
30 

.> 
9 
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20 

9 
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e* C08" H. 



0,0043255 
0,0043171 

0,0043007 
0,0043000 
0,0042919 



0,0042835 
0,0042751 
0,0042666 
0,0043583 
0,0043497 



0,004241a 
0,0042027 
0,0042242 
0,0042157 
0,0042073 
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»a99 

1313 



0,0041136 

0,0a io3q 

0,00^0953 

o,ooio865 
0,0040779 




0,0040354 
0,0040167 
o, 0040079 
0,0039990 
o,oo3iy9o3 



0,0039816 
0,0039^36 
o, 0039638 
o, 0039550 
0,0039461 



0,00393^3 

o,oo3<)2o4 
0,003911,5 
0,0039106 
O9 0039017 
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86 
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87 

86 

12 
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86 
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88 
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88 

87 
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*>7 
87 
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89 
88 

89 
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SUITE DE LA TABLE XI. 



Log da facteur 



awa 



**^ (i-«M*m«H)' 



ti 



10980 

'"999 
loig 

io3l 

io58 



iii( 

ii36 

ii55 



t3i; 

i333 

i35a 



1570 

1610 
i63o 
16S0 



1670 
1690 
1710 
1730 
1750 



1770 
1:90 
idio 
i83o 
i85o 



1870 
1890 
1910 
1930 
5,0011951 



>9 



ao 



ao 



ao 



ao 



e» coi* H. 



0,0038937 
o,oo38839 

o,oo38oDo- 
o,oo38570 



o,oo3848i 
o,oo3839i 
o,oo383oi 
o,oo38aia 
o,oo38iaa 



o,oo38o3a 
o,oo379ia 
o,od37to3 

0,0037761 
o,ao3;(>7t 



0,0037581 
0,0037^91 
0,0037400 
0,0037309 
0,0037319 



o,oo37ia8 
0,0037037 
0,0 »3i 946 
o,oo3(>8^ 
0,0036704 



0,0036673 
o,oo3658a 
o,oo36i.>t 
OyOoJbioo 
o,oo363o8 



o,oo36ai7 
o,oo36iaD 

o,uo3(>o34 
o,oo35oia 



0,0035759 
0,0035067 
0,0035575 
o,oo3S4i$3 
0,0035^91 



o,oo3da()9 
o,oo35ao7 
o,oo35ii5 
o,oo35oa3 
0,0034931 



o,oo3i838 
o,oo3i"4^ 

o,oo3i654 
o,oo3i56i 
0,0034469 



D. 



90 



9« 



9» 



46 



3 



Log da fadeur 



<^ r,-^ 



(1— •>fîp>H}' 



iai7a 
tai^a 
[a3i3 
iaa33 
taa54 



[a3i5 
[a355 

I4I355 



[a:>i8 
12538 
ia558 



ia578 
3598 
ia6i9 
fa639 
ia66o 



1 37(13 



13783 
ia8o3 



[3885 
[3905 
13920 
[3946 
3g()6 



>9 



ao 



«•coo«& 



[191 



) 0033913 
,o«33oaQ 



0,0033738 
o,oo33(i35 
o«oo3354a 



0,0033358 
•,oo33a63 
o,oo33i7o 
OyOo33o77 



o» 0039984 
o»oo3ao9i 



o,oo3a7o4 
Oyoodadii 

o,oad^T9 
o,oo3a435 
0^003333 t 
•,Qo3aa39 
o,oo3ai45 



OyOoSaoSi 
0,0031968 
o,oo3i864 
0,0031771 
0,0031678 



o,oo3i58i 
OyOo3ii9y 
OyOoSim 
o,oo3i3ot 

O,O03l3l0 



o,oo3iii2 
o,oo3ioai 
0,00: 

o,oo3o74a 





o,. 

o, 003046a 

o,Qo3ojÛS 

o,oo3o374 



o,oo3oi8i 




o,ooa9Qoo 
0,0039806 



SUITE DE LA TABLE XL 



l 



Lof. du factenr 



ara 



^^ (I— «-«m'H)* 



'3987 
[3oo7 

[3oa8 

[3o48 



3089 

[jiag 
r3i5o 
13170 



t3igi 
[3aii 

[3339 

i3a59 
13379 



r3999 
r33T3 
[3333 
13354 

.33:4 



[76 



>i7 
[3537 
[3558 
[3578 



3598 

i36i8 
[3638 
t3658 
[3678 



r36g8 
[3719 



[38oo 
i38ao 
i384o 
[386o 
i388i 



iBgoi 

1^ 



Tome L 



Diff. 



91 



91 



90 



90 



90 



90 



«* COt* H. 



0,0099719 
o,ooa<;6iQ 
OyOoagSaS 
0,0099439 
0,0099938 



0,0099944 
0,0099151 

0,009Q057 

0,0098064 
o,oo9W':o 



0,009872^ 
0,0098683 
o,< 



0,009< 
0,002 



|09 



o,oo983o8 
0,0098915 
0,0098199 
0,0098098 
0,0097935 



^ 0,0097841 
0,0097^48 

0,0097054 
0,0097561 
0,0097468 



0,0097374 
0,00979^1 
0,0097188 

0,0097094 

0,0097001 



0,009^^08 

0,009^15 

0,0096799 

0,0096698 
0,0096535 



0,009644^ 
o,oo96}|q 

0,009&IÔ0 

0,0096163 
0,0096070 



o,oo95Qr8 
o,do958o5 
0,0095799 
o, 



o,oo955i4 
0,0095491 

O,0O95i59Q 

0,0095936 
O9O095144 



Di£P. 



Log. da facteur 



9ira 



*^ (i— e» fin» H) • 



5.001 



roo9 
ro99 
i oia 

i 009 

l 089 



/ 909 
i 999 
^949 
<969 
4989 



4309 
i 399 
^349 

^369 

i389 



r5o9 

i 599 
^549 
4569 

^58i 



680 



^836 
J855 
^875 



rQi5 
^935 
i955 
^«74 



Diff. 



90 



90 



90 



90 



90 



e« COI* H. 



o,oo95o5i 

0,909( 



0.002 



o.noQi 



u 



0,0094589 



0,002 



0,009^ il 

•,009: 99 



iS 



0,0094199 
0,00940!); 

0,009: 
0,0093769 



0,0093670 
0,0093578 
0,0093487 
0,0093095 
o,oo933o4 



0,00939l3 
0,0C9!l9I 

o,oo93o3o 

0,009903q 

0,0099848 



0,0099j57 

0,0099666 
0,0099575 

0,0099^ 
0,0099« 



O,O0993o3 
0,0099919 
0,0099191 
0,0099039 
0,0091941 



0,009l85l 
0,0091761 
0,009I02I 

O, 0091 58 I 
0,0091491 



0,0091400 

0,0091311 
0,009 1991 
0,009 II 39 
0,0091049 



O y 0090863 



0,002 



DiflF. 



93 



88 



TABLE XII. 

Arcs du méridien, degrés de lathadè et degrés des parallèles, pour raplatissement 

0,00524 = 3^99 en mètres. 

(Extrait de la Base du Système métrique décimal, ) 



Laiîc. 



000000,0 

iio5^i,4 
aai 143,5 
331716,0 



Gg345f,5 
774o36,6 

»a3i,o 

'105811,6 



iai643S,b 
133704396 

""',3 

a,8 




769580,8 
[88o338,8 



aïoii 

33133' 



3333980,8 

3i 3389^3, 4 

3gSi67,3 
3765ç)3:^^ 



5*876693, « 

2987479» 3 
3#>9837Q,8 

33090^,9 

3319937, 9 

3430776,3 
354164193 
3653533,0 
37(>3t33,o 

38:4338,5 



km 

4^39190,3 



j5jo3t5,8 

[r>5ii59,9 

'63333,8 

ift':34oi,5 

I 




Degré» 

de 

Latitude. 



1057 1 
1057a 
10573 
10575 
10678 
loôéi 

[io585 

loSSo 

tîoSgî 

10000 

10607 

10614 
10691 
10639 
io638 
10648 

io658 
10668 
10679 
ia6ç)i 
107Ô3 

107 1 5 
10738 
10743 
10750 



6 



770,5 



10770 

10785, 

10800, 

10816, 

io833 

10848; 

i>8r>4, 
10881 

ï<>«9Qi 
10916, 

I0934: 

10953, 

lOQJO, 

iiooOj 

II035, 

iio^i 
Il 081 

IllOO 



I 

I 
5 



I 
9 

ù 



DiÏÏCT. 



0,7 



a.o 



10,0 
10,5 

II.O 



'7;5 

'7.7 
«7»9 
18,0 
18,4 

18,1 
18,6 

18,6 

18,8 
18,8 
18,9 



Dcgrcs 

dL>s 
Piiraliclca. 



II13J7, 

iiiaoo, 

II1310, 

111136, 
iriooS, 
II0856, 



110671, 
I 10453, 

IIOOOI 

116, 



l 

.8 



lOOOOl 

io84{3; 

^07992, 
107509, 



io6oq3, 

'^; 

io5863, 

io535i 

104606; 



io3i>39, 
io333r 
103483, 
101711 

IO0()IO,0 



::»9 



100072 
9p3>5 

98333, 



954-^5 

93ii0 
()I35o 



i 



oorjh, 



8 '1099, 
8a8i3, 

8i5o5, 

80171 

78813, 



i 



Difivr. 



>8 



.8 



jj 



o, 



11?), 



,3 



Latit. 



lï 



«5 



590676a, 
5317930, 

lo»9o. 



565i5f>4, 
5761735, 

5965354, 
6og654< 



6ao78ii, 

6319166, 

i3o5o5, 

ii86i 

1334; 




6ai,a 



>98, 

7096865I 
79*1 o336. 



73al^03, 
7Î33a8a, 

^eSOaéa] 



7«79234. 

799o«77> 
8 10343 I, 

8ai3ci97, 
83a5r 



«7^ 



mS5: 



8437156, 
8546750, 

8^i5a, 
8771063, 



9» 2 



69^5303, 
9106831. 
9318466, 
933oio5j 
Î)i4'748, 



988ii347, 
looooooo. 



Degrés 

de 
Latitude. 



iio3i,8 

11950,1 

11968,3 
IT986,3 
ii3o4,i 

ii33f,7 
;fi33Q,o 
ii356,o 
ii329,7 
"389,9 

ii4o5,9 
iidiifO 
iii36,3 
iij5i,3 
ii465,8 



fi5oo,7 
n5i9,5 
ii5Ji,7 

11543,4 

ii5ri4,5 

ii56.'>,i 
11575,9 
"584,7 

"593,7 
11603,0 
11600,7 
11616,9 
ii6a3,4 

Ti6ag,3 
11634,5 
ii63q, I 
11643,0 
"646,3 

11649,0 
11651,0 
ii65a,3 
11653, o 



Diff. 



ia.9 



10,1 



Degrés 



PAnllèlet. 



78819,6 
70099,8 

1.6 




«47!- 

60744,5 

5910^,7 

4408975^ 

6«3r4,o 
5ott49,3 



i53«i,^ 

|i8oi.d 
36ir8,4 



36jjj;F 



aj<Kj3,o 
a5i.:9,3 
«3907,8 

i55y»,9 
i3«o4,7 
1 16()9, , 

^:^ 

38q(>:i 
>94«,5 
0000,0 



i30,t 

Ii3o,9 

n 5S,e 
li 75,5 

««:»• 

iSk|s 
i58f,e 
1600,1 

16»^ < 

1691,7 
1708,5 



.5 

-.6 



Remarques sur la formation de la Table XII précédente. 

La seconde colonne de cette Table résulte de la dernière formnie de Particle i8i , et la 3* colonne se compose des 
diflcrencct premières des nombres de la colonne précédente. Ces différences penTcnt s^obtenir directement par la formule 
de la page agS, ligne 19. 

Les degrés des puiUèks ont été calculés à Taide d'une formule analogue à celle donnée à la fin de Tarticle 190, pour 
éralner les grades de longitude, dans Thypothèse de f ^^ d^aplatissement. 

/y. B, M. Delambre a en outre publié, dans le 3« volume de la Base du Système métrique y une Table des arcs en 
toises , et des latitudes de leurs extrémités, à Taide de laquelle on tronre la latitude des diffVrens points de la méridienne 
de Dunkerque , et qui n*est assujétie à aucune bypotbèse d'aplatissement , mais qui satisfait complètement h Pensemble des 
dbserTations , ainsi que je Tai déjà dit à la suite de la Table des matières, page zx. 

Afin de mieux fixer les idées k cet ^ard, reprenons la formnie de l'article 177, exprimant une relation entre la longueur 
d'un arc et les latitudes de ses extrémités, saToir : 

^3ilf(J5r— £0 «a »*'■+• -^•in(fl'—i^«>»(fl'+«4-/*»ina(ir—-É0cosa(^^ 

-*- 

•I supposons que les coeffidens M, Ny P, Ç. . . . qnî sont des fonctions explicites des demi-axes de la terre, et de son 
aplatissement, dans le cas de Tellipsolde de révolution, soient généralement des constantes inconnues qu'il faille déterminer 
par la condition que l'arc ^ et les latitudes £f , H' de ses poinu extrêmes , aient précisément les valeurs données par les 
obaerrations; on aura, en employant les quatre arcs mesurés en France et exprimés en toises {voyez pag. a44 du tom. II de 
cet Ouvrage) , quatre équations entre M, JY, P, Q, desquelles on tirera aisément 

-^=3348538sin i" {B' ^ H) -h i^i^o^ êin (£t -^ H) coê (H' -h H) -h ii -jcfi s\n^ (H' ^ H) coê 9 (H' ^ H) 

4- ^4i587,5 sin 3 (£f'— J^ cos 3 (U'-hH), 

C'est précisément ceue dernière formule, employée comme moyen dMnterpolation, qui a servi h. M. Delambre pour 
déterminer les positions géographiques des diffërens points de son grand réseau, et qui représente exactement les arcs ter- 
restres et les latitudes; avantage qu'on n'obtiendrait pas, dit ce célèbre astronome, quelle que fût l'bypotlièse d'aplatisse- 
BMnt qu'on choisit. (Base du Système métrique, tom. III > pag. 916]. 



Supplément aux ERRATA du i*' et du a* volume. 

J'ai terminé le second volume de cet Ouvrage par un pareil Supplément; mais un nouvel examen du texte m'a fait 
encore découvrir quelques fautes d'impression que je signale ici, quoiqu'elles soient bien peu importantes. 

TOME I. 

Page ai i , ligne 9 et 10 en remontant , — dB", — dB , lisez -f dB", -+- dB 

TOÎVŒ U. 

Page 60, ligne 8 en remontant , l'éclipsé, lisez l'ellipse 
97, II, cos ; (P4-P), lisez cos } (P' + P) 

188, 3, cos (« — O, luez cos (/i — /) 

ibid,y 7 en remôntanif C, lisez C 

939, ligne dernière, des formulas {If) (mQ, lisez de la formule {V) 
^ ds* .. dà 



FIN DU TOME PREMIER, 



Tom.1. 



AVIS AU RELIEUR. 

Les Tables géodésiques, au nombre de u, doivent être mises immédiatement l 
la suite du texte du i^ volume, et les Tables astromoboquis , qui sont au nombre 
de 19, doivent être placées de même à la suite du texte du a* volume. 

Les planches, se composant de 1 1 pour le tome i*', et de 2 pour le tome second, 
se mettent à la fin de chaque volume. 
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